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Aus dem Grundstudium kennt man die Eulersche Gamma-Funktion und
sicher hat jeder schon etwas von der Riemannschen Zeta-Funktion gehort.
Dies sind Beispiele fiir spezielle Funktionen, d.h. Funktionen aus der reellen
oder komplexen Analysis, die tiber die klassischen Funktionen hinausgehen
(also keine Polynome, rationale Funktionen, Wurzelfunktionen, Exponential-
und Logarithmus-Funktion, trigonometrische Funktionen und ihre hyper-
bolischen und inversen Verwandte). Sie haben eine besondere Bedeutung in
vielen Bereichen der theoretischen und angewandten Mathematik und sind
daher sehr interessant.

Wir wollen in der Vorlesung weitere Vertreter dieser speziellen Funktionen
behandeln, z.B. verwandte Funktionen zur Gamma-Funktion wie die Euler-
sche Beta-Funktion, die Zeta-Funktion und ihre Varianten, Hypergeometrische
Funktionen, Polylogarithmen, elliptische Funktionen, Bessel- und Hankel-
Funktionen ... Dabei sollen auch einige Zusammenhange zu anderen Gebieten
angesprochen werden (z.B. Zahlentheorie, Differentialgleichungen, mathema-
tische Physik). Die Vorlesung wird eine iibersichtsartige Einfiihrung in das

Gebiet der speziellen Funktionen geben.
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1 Gamma-Funktion

Diese Funktion setzt die Fakultat-Funktion der natiirlichen Zahlen auf reelle, ja sogar

komplexe Zahlen fort. Zur Erinnerung hier die rekursive Definition der Fakultat:

0 =1
n(n-1)!

n!

Proposition 1.1. Das Wachstum der Fakultat wird durch die Stirlingsche Ndaherungsformel

beschrieben. Diese wurde von James Stirling im Jahr 1730 mit einer Reihenentwicklung

angegeben. Die Abschdtzung der Restkonstante, die zu der endgiltigen Form fiihrte,

erfolgte erst spater. .
n!~ 27m(g)

Dabei ist ~ die asymptotische Gleichheit. Zwei Funktion f(x) und g(x) sind asympto-

tisch gleich, wenn gilt

i 9()

wmee f(z) 1 f(z)#0 fir grofe ©

Beweis. Der Beweis soll hier nur skizziert werden. Wir betrachten Abschatzungen der

Logarithmus Funktion, zunéchst eine Abschitzung durch eine Treppenfunktion (griin)

oberhalb der Logarithmus Funktion.

2.0 A

1.5 1

1.0 1

0.5 1

0.0 1

—0.5
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In(n!) gln(k:)

> ‘/;nln(x)dx
= (In(z)z - 2)|f

= In(n)n-n+1

eln(n)n—n+1

Analog erhalten wir eine Abschétzung durch eine Treppenfunktion (rot) unterhalb der

Logarithmus Funktion.

In((n—1)!) T}:z::lln(k)

< [nln(x)dx

= (In(x)z-o)ff

= In(n)n-n+1
= (n-1)! < e(ﬁ)n

n! < ne(—
Damit liegt die Fakultat zwischen folgenden Grenzen:

nN\n N\n
e(—) <n!<ne(—
(2" <nt <ne(2)
Wenn an Stelle der Treppenfunktionen eine stiickweise lineare Approximation fiir die

Logarithmus Funktion betrachtet wird, ergibt sich eine Naherung mit dem geometrischen
Mittel der beiden Grenzen:

n!w~ \/ﬁe(g)n

O
Definition 1.2. Eulersche Integral-Darstellung der Gamma-Funktion
Fiir x € R* ist die Gamma-Funktion definiert durch
[(z)= f t* et dt (T Integral)
0

Das uneigentliche Integral existiert. Die obere Grenze oo ist unkritisch wegen der



Spezielle Funktionen (1. Vorlesung vom 26. Oktober 2023) Stephan Klaus

Déampfung e~*. An der unteren Grenze 0 betrachten wir

L 1
f t'ds = ——t|!
€ s+1

1
- 1-
s+1( 6)
1 .
— fire—=0
s+1

Fiir x € C mit Re(x) > 0 existiert das Integral ebenso. Also ist die Gamma-Funktion als

komplexe Funktion holomorph.

1.1 Eigenschaften der Gamma-Funktion

Fiir die Formulierung einer Eigenschaft der Gamma-Funktion benotigen wir den Begrift

der Konvexitat.

Definition 1.3. Eine Funktion f heisst konvex, wenn ihr Graph stets unterhalb einer

Verbindungsstrecke von zwei Punkten verlauft. Das heisst, fiir alle x,y € R gilt
fOvz+(1=-XN)-y)<A-f(x)+(1-X)- f(y) firalle A€]0,1]
Eine Funktion f heisst logarithmisch konvex, wenn die Funktion (n o f konvex ist.

Inof(A-z+(1-X)y) < (X f(x)+(1-N)-f(y))
FO vz (1-A)-y) < enOF@Ha-NF@w)

< f@) fy)tY
Theorem 1.4. Die Gamma-Funktion hat folgende wichtige Eigenschaften:

a)
T(1)=1 (T'1)

b)
M(z+1)=2-T'(x) (I'2)

c) Die Gamma-Funktion T" ist auf R* logarithmisch konvez.

Beweis. ad a) Diese Eigenschaft folgt direkt aus der Definition.
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ad b) Diese Eigenschaft beweisen wir durch partielle Integration.

f tr et dt
0 —~— —~—

=f =g

£ (—e ) |2 - fo T et (—e ) dt

= x/ t* et dt
0

z-T(z)

I(zx+1)

ad c¢) Hier wenden wir die Holdersche Ungleichung an.

[ rwamars( [ Gy ([ @yt st

Mit p = % und ¢ = ﬁ erhalten wir

® x-1 ¢ y=l _t
/ trertaeadt
0 ~— ——

:f =g

(f‘” e dt)? ([°° et dr)
0 0

D(2)* - T(y)t

F(Az+(1-XN)y)

IN

[]

Wenn die Eigenschaft b) mehrfach angewendet wird, geniigt es, die Werte der Gamma-

Funktion im Intervall ]0,1[ zu kennnen. Die anderen Werte ergeben sich aus
D(z+n)=(x+n-1)(z+1) -z -T'(x)

Dies kann mit Hilfe des Pochhammer-Symbols einfacher geschrieben werden.

Definition 1.5. Pochhammer-Symbol

Sei R ein kommutativer Ring und z € R sowie n € N. Dann ist das Pochhammer-Symbol
definiert durch
()p=x-(z+1) - (x+2)(x+n-1)

Das Pochhammer-Symbol (z),, ist ein Polynom vom Grad n im Polynomring von R
mit den Nullstellen 0,-1,-2,---. Insbesondere gilt

(1), =n!
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Mit Hilfe von
C(x+n)=(x), T'(x)

kann die Gamma-Funktion fiir alle z € C~ (-N) definiert werden. Die Gamma-Funktion
ist auf den komplexen Zahlen eine meromorphe Funktion mit einfachen Polen in z € -N
ohne Nullstellen.

20 A
15 A

101

-4 ﬂz 2 4
/A:(}_

Theorem 1.6. Bohr-Mellerup, 1922

Fine Funktion

F:R*—R"
mit den Figenschaften aus Theorem ist notwendig die Gamma-Funktion.
Beweis. Aus der zweiten Eigenschaft folgt

Die Funktion F ist also festgelegt durch ihre Werte im Intervall ]0,1[. Mit = 1 und
den ersten beiden Eigenschaften erhalten wir

F(n) %F(1+n)
= (). F()

1
= —nl
n

= (n-1)!
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Aus der logarithmischen Konvexitét erhalten wir mit n+x = (1 -2)n+ 2z (n+1) fir
x €]0,1]

F(n+x)

IN

Fn)"* - F(n+1)*
—_—
F(n)*n®

= (n-1)!-n"

Analog erhalten wir mit n+ 1=z (n+z)+(1-x)(n+1+x) fir z €]0,1]

F(n+1)

IN

Fn+z)* F(n+1+2)"*

F(n+z) - (n+x)™®

IN

n!
Zusammen genommen ergibt sich eine obere und untere Grenze fiir F(x).

nl-(n+z)*'< Fn+x) <(n-1)!-n"

n!-(n+z)*1 F(x) (n-1)!-n*

Der Quotient der beiden Grenzen strebt gegen 1 fiir n — oo.

(n—1)!ln®

@) (n-1)!-n*

—”"(T(“f)fc)gH nl-(n+x)*!

nl‘
n-(n+x)*!

_ n+x 1-g
(1)

T
= (1+=)t=
(a+h)

Somit gilt

- lim (n-1)n*
F(x) —A_)oo —(IE)n

Da dies insbesondere auch fiir die Gamma-Funktion gilt, muss F' mit der Gamma-

Funktion ubereinstimmen. O

In der Literatur findet man haufig folgende Gaufische Limes-Darstellung fiir die Gamma-

Funktion:
T'(z) = lim nin® (T Limes)
S om0 g(z+1)(x+2)(z+n-1)(z+n)
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Diese ergibt sich aus der Limes-Formel im Beweis durch Erweiterung mit - — 1.

1.2 Eulersche Beta-Funktion

Die Gamma-Funktion steht in enger Beziehung zur Eulerschen Beta-Funktion.

Definition 1.7. Die Eulersche Beta-Funktion ist in der komplexen Ebene definiert durch
B(z,y) - fo Dl (Lo dt i Re(x) > 0, Re(y) > 0
Die Eulersche Beta-Funktion ist symmetrisch:
B(x,y) = B(y, )

Durch die Substitution

t
u = —
1-¢
u
t =
1+u
a1
du — (1+u)?

erhalt man die Darstellung:

1
B(z,y) = fo L (1-t)v !t dt

~ f°° u®1 1 du
Jo (Tw)ml (T+u)vt (1+u)?
) U/:B—l
- [ e du
o (1+u)ry

Theorem 1.8. Die Fulersche Beta-Funktion berechnet sich aus der Gamma-Funktion

durch folgende Formel.
I'(z) -T'(y)

Blw.y) = I'(z+y)

Beweis. Das Produkt der Gamma-Funktionen schreiben wir als:

f sl e ds- f vl et dt
s t=0

=0
= ~ [oo eiS*t Sx ty @@
=0 t=0

s s t

I'(z)-T(y)

10
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Zunachst substituieren wir s durch u wie folgt:

—(s+t) = —t(1+u)
s = tu
ds = tdu
s tu u

Damit erhalten wir

I'(z)-T(y)

foo [oo eft(1+u) u® ey d_u @
u=0 Jt=0 u t

Mit einer zweiten Substitution ¢ durch v

v o= t(l+u)
dv = dt(1+u)
@ v 1+u_@
t  l+u v v

ergibt sich daraus

['(z)-T(y)

I}
()

A
¢
<
8
<
&
()

Iy
8
i
—_
+ | =
IS

N—"
s
&
=|Z

1.3 Produkt-Darstellung der Gamma-Funktion

Theorem 1.9. Die Gamma-Funktion lGfit sich fir z € C~ (=N) wie folgt als unendliches
Produkt schreiben.: | = .
P(z)== [J(1+=)-(1+=)" (P-Produkt)
z n n

n=1
Beweis. Wir gehen von der Gaufischen Limes-Darstellung (I' Limes)) fiir die Gamma-

Funktion aus und setzen fiir n > 2 das Teleskop-Produkt ein:

n n-1 2
n = _ =
n-1n-2 1
= (1 (1 (141
(14 —=) (14 ——)(1+1)
n—1 1
= (1+-)

11
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Den Kehrwert von (’(1;)13! schreiben wir wie folgt als Produkt:

_ Z_(z+1)(z+2)---(z+n—1)
(n-1)! 1:2-3+(n-1)
z-(1+z)-(1+§)---(1+

n—1 >
2 [ (1+%)
k=1 k

(2)n
1

z

)

n-1

Diese beiden Formeln eingesetzt ergibt sich:

re) = Jim R
. n-l z 1 nol Zy\-1
= (g(“g) 2 ]1_[1 (1+2) ")
- CHOs 007

1.4 Unendliche Produkte

Wir betrachten nun unendliche Produkte und ihre Eigenschaften, insbesondere die Kon-

vergenz.

Definition 1.10. Sei w,, € C~{0} eine Folge komplexer Zahlen. Das unendliche Produkt
[ wn
n=0

konvergiert genau dann gegen p, wenn die Teilprodukte py = HnN:O w, gegen p kon-

vergieren.

Ein notwendiges Kriterium fiir die Konvergenz ist, dass lim,,_,. w, =1 gilt. Das ergibt
sich aus

PN
PN-1

wy, =

— £=1 fir N — oo
b

12
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Mit Hilfe der Logarithmus-Funktion

In:C\R, — C

r-e? — Inr+i-0 -w<f<nw

kann das folgende Logarithmus-Kriterium fiir die Konvergenz von unendlichen Produk-

ten formuliert werden.

Proposition 1.11. Das unendliche Produkt [],., w, ist genau dann konvergent, wenn

die Summe

Z In(w,)
n=0
konverguiert.

Wegen lim,,,o, w, = 1 sind hochstens endlich viele w,, € R;. Diese konnen bei der

Summenbildung weggelassen werden.

Definition 1.12. Das unendliche Produkt
[T wn
n=0
heifit absolut konvergent, wenn die Summe
> In(w,)
n=0

absolut konvergiert.

Lemma 1.13. Das unendliche Produkt
H (1+ay,)
n=0

st genau dann absolut konvergent, wenn

oo
Z | an |
n=0

absolut konvergiert.

13
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1.5 WeierstraBBscher Produktsatz

Zu endlich vielen vorgegebenen komplexen Zahlen aq,as,---,a, € C gibt es immer ein
Polynom f(z) mit f(a;) =0.

f(z)

[](z-a)
i=1
n = Z
= (-D"araza, [T(1-5)
i=1 ;
Diese Konstruktion konvergiert im allgemeinen nicht fiir unendlich viele vorgegebene

Nullstellen. Der Weierstrafische Produktsatz sagt aus, unter welchen Bedingungen eine

holomorphe Funktion mit unendlich vielen vorgegebenen Nullstellen existiert.

Theorem 1.14. Weierstrafischer Produktsatz

Sei a, € C~ {0} eine divergente Folge komplexer Zahlen. Dann gibt es eine holomorphe

Funktion h(z) ohne Nullstellen, eine natirliche Zahl m € N sowie natiirliche Zahlen

m,, € N und komplexe Polynome g,(z), so dass

f(z)=h(z) 2™ ﬁ (1- i)egn(z)

Q;

=

eine holomorphe Funktion ist mit den Nullstellen a,,. Die Polynome g,(z) sind gegeben

durch . )
z 2 \2 Z \mn
@)=y G Q)

Mehrfache Nullstellen sind moglich, wenn mehrere a; zusammenfallen. Als wichtige

Folgerung ergibt sich daraus das folgende Korollar.

Korollar 1.15. Der Korper der meromorphen Funktionen auf C ist der Quotientenkorper

des Ringes der holomorphen Funktionen auf C.

Beispiel 1.16. Die Funktion sin(7z) ist eine ganze Funktion mit Nullstellen fiir alle
z € Z. Bekanntermaflen 14t sich diese Funktion wie folgt als unendliches Produkt

darstellen:

[} 22
. _ I
sin(7z) WZTIL:Il( e

Fiir die konvergenz-erzeugenden Faktoren gilt e9»(*) = 1, da Y22, # konvergiert. Wir ver-

14
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gleichen nun dieses Ergebnis mit der bekannten Reihenentwicklung der Sinus-Funktion.

1 . 1
sin(rz) = wz- 3 (r2)® + 5 (m2)° F -
1 1 1
smi;rz) _ 1_§(WZ)2+5(7T2)4:F“_

Durch Koeffizientenvergleich mit

»2

(1- ﬁ)(l - g)(l —5)

ﬁ(l—i—i)

Euler fand diesen Wert 1731 und 16ste damit das von Jakob Bernoulli 1689 formulierte als
Baseler Problem bekannte Problem, an dem sich seit 1650 einige berithmte Mathematiker
unter anderen auch Leibniz vergeblich versucht hatten.

Vergleiche der weiteren Koeffizienten liefern:
3 I
Zn2m? 120

Allgemein
2k

Z 1 o
nin3-ni  (2k+1)!

n1<n2<--<ng

Definiert man die multiple Zeta-Funktion durch

1
<(81’827"'7Sk) = Z TS, 52 5k

Sk
Nn1<n2<---<ng n]_ nQ “nk

so gilt

ﬂ.Qk

<(2,2772) = m

15
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1.6 Die Eulersche y-Konstante

Wir untersuchen nun weitere Darstellungen und Eigenschaften der Gamma-Funktion.

Dabei spielt die Eulersche y-Konstante eine wichtige Rolle.

Definition 1.17. Die harmonischen Zahlen H,, sind definiert durch endliche Summen

der harmonischen Reihe.
Ly |
H, = Z 7€ Q+
ik

Die Eulersche v-Konstante ist definiert durch den Grenzwert

7=&i_{£10 (Hn—ln(n+1)) ()

Die harmonische Reihe divergiert, allerdings sehr langsam. Die ersten Werte der

harmonischen Zahlen sind:
n 1] 2] 3 | 4 | 5 | 6 | 7 |-
H, |1]3/2]11/6 | 25/12 | 137/60 | 49/20 | 363/140 | --

Der Vollstandigkeit halber geben wir noch die erzeugende Funktion der harmonischen
Zahlen an. - (1

S H,2" = _In(1-2)
n=1 1

-z

Bemerkung 1.18. Die Divergenz der harmonischen Reihe wirft die Frage auf, welche
Ausdiinnung der beteiligten Summanden auf Konvergenz fiithrt. Die harmonische Reihe
ist auch noch divergent, wenn nur die Kehrwerte der Primzahlen aufsummiert werden.
Daraus kann gefolgert werden, dass es unendlich viele Primzahlen gibt.

Die Einschrankung auf Primzahlzwillinge ist jedoch konvergent, wie Viggo Brun 1919
beweisen konnte. Der Wert wird als Brunsche Konstante bezeichnet, ist jedoch nicht
genau bekannt. Da die Summe der Kehrwerte der Primzahlzwillinge konvergiert, kann
man daraus keine Aussage dariiber ableiten, ob es endlich viele oder unendlich viele
Primzahlzwillinge gibt. Die Primzahlzwillingsvermutung ist bis heute nicht bewiesen.

Thomas Nicely gab 1994 mit 1,902 160582 --- eine Abschatzung fiir die Brunsche Kon-
stante an und erlangte grofle Aufmerksamkeit mit der Entdeckung, dass der Gleitkomma
Chip des damals aktuellen Pentium Prozessors den Wert von 1 /824633 702441 inkorrekt
berechnete. Der zugehorige Primzahlzwilling ist 824 633 702 443.

Zum Nachweis der Konvergenz von v wird verwendet, dass die harmonischen Zahlen

16
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das Integral der Treppenfunktion ¢ fiir 1 <k <n sind.

no1
H, = Y-
25
n k+11d
- X g
k+11
> kz::l . Ed.ﬁC

Fur
k+1

1 1
(5~ 2%)

Hn—ln(n+1):§/’;

berechnet man mit der Abschétzung

l__ ~ -k
r  zk
1
< ﬁ fﬁrk£x£k+1
und erhalt "
Hn—ln(n+1)szﬁ
k=1

17
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Damit ist die Konvergenz von «y gesichert. Die ersten 30 Nachkommastellen von ~y lauten:
~v = 0.577215664901532860606512090082- -

Obwohl mit Stand vom September 2023 iiber 1.337.000.000.000 dezimale Nachkomma-

stellen bekannt sind, weiss man bis heute nicht, ob « tatsachlich irrational ist.

Bemerkung 1.19. Die Eulersche y-Konstante ergibt sich als Grenzwert der Differenz

von zwei divergenten Ausdriicken, nadmlich der Harmonischen Reihe und dem Integral

[oo ldx = lim In(n)

-1 @ n—>c0

In Definition kann In(n+ 1) auch durch die Teleskopsumme ersetzt werden und man
erhalt

2
I

lim (H, -In(n+1))

ad k+
> (-

Da lim,,c (In(n+1)-In(n)) = 0 gilt, kann in Definition ] daher ebensogut In(n) anstelle

von In(n + 1) verwenden werden.

v = lim (H,-1In(n)) (v1)

Die Definition von ~ in hat Euler in seiner Abhandlung ” De Progressionibus harmoni-
cis observationes” bereits im Jahre 1740 aufgestellt und fiir eine erste Approximation
fiir v verwendet. Wir haben die zweite Definition hier erwahnt und den Zusam-
menhang mit der ersten Definition erlautert, da diese haufig in der Literatur zu finden

ist.

1.7 WeierstraBsche Produktdarstellung der Gamma-Funktion

Der Kehrwert der Gamma-Funktion ist eine holomorphe Funktion mit Nullstellen z; € —N.
Er 148t sich daher als Weierstafisches Produkt darstellen.

Theorem 1.20. Weierstrafische Darstellung der Gamma-Funktion

Der Kehrwert der Gamma-Funktion hat folgende Darstellung als Weierstrafisches Pro-
dukt:

18
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Beweis. Wir gehen von der Limes-Darstellung (T Limes)) auf Seite[9|der Gamma-Funktion
aus.
1
= lim (Z)n
['(2) n-so (n—1)In?
2(z+1)(z+2)(z+n-1) 1

T
z z z z
- lim —— (1+2) (14 5)(1+

. 2 n—1 >
= hm (m ]1:[1(14'%))

n—oo

Den Bruch erweitern wir mit

Tha

I I
| o

Q| ®

n—1

n-1
ZHn 1

HE

und erhalten

I'(z2) ) 7}1*00 (eZ(Hn “In(n)) H(1+ )e k)
= zel* H(1+ )e z

]

Aus der obigen Weierstrafischen Produktdarstellung erhalten wir eine Formel fiir den
Logarithmus der Gamma-Funktion.

Korollar 1.21. Fir den Logarithmus der Gamma-Funktion gilt folgende Formel

In(l'(z)) = - ln(r(lz))

z = E 7§
= —ln(ze7 7131 (1+n)e )

= -In(z)-yz-) (ln(1+%)—%)

n=1




Spezielle Funktionen (2. Vorlesung vom 9. November 2023) Stephan Klaus

1.8 Eulersche Spiegelungsformel

Theorem 1.22. Fulersche Spiegelungsformel

Die Gamma-Funktion erfillt folgende Gleichung:

™

['(z) - T(1-2)=

sin(7z)

Beweis. Ausgehend von der Produktdarstellung (['-Produkt|) auf Seite [L1| berechnen wir
unter Beachtung der Eigenschaft

I'(z) - I'(1-=2) F(z) (=2)-I'(-2)

- Yqa+t (e D)) (- (fj (1+1 )- (1-2)7)

2 p=1
1 3 1
-Gy
n=1
nach Beispiel
7r
) sin(7z)

Die Nitzlichkeit dieser Formel erweist sich an der Stelle z = %
Korollar 1.23. An der Stelle z = % hat die Gamma-Funktion den Wert

r(;)=va

Beweis. Durch Einsetzen von z = % in die obige Formel ergibt sich der Wert der Gamma-

Funktion.
Alternativ rechnet man mit der Integraldarstellung (' Integral)) und der Substitution

t u?

dt = 2udu

20
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f 73 etdt

0

[ u e udu
0

f 27" du

0

/ e du

re;)

Damit ergibt sich

() = ([ e an)-( [T e a)

f e~ W% qudy
R2

Nun wird in R? eine Substitution nach Polarkoordinaten durchgefiihrt:

u = rsin(yp)
v = rcos(p)
dudv = rdrdy

Man erhalt

()’

) 2 2
f [ re”" drdy
0 0

5 2m
/ re”" dr dy
0 0

—r2|x

2 —
ﬂ'2 (&

= T

1.9 Legendresche Verdoppelungsformel

Eine weitere Formel fiir die Gamma-Funktion ist die Legendresche Verdoppelungsformel.

Theorem 1.24. Legendresche Verdoppelungsformel

Der Wert der Gamma-Funktion an der Stelle 2z berechnet sich aus der Formel:

222—1

NG

Beweis. Zum Beweis verwenden wir den in Theorem bewiesenen Zusammenhang

1(22) = P(2)-T(z+ %)

21
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zwischen der Beta-Funktion und der Gamma-Funktion.

1
B(z,y) = fo (1= t)vdt

I'(z)(y)
['(x+y)

Wir setzen x =y = z und erhalten

g((gzj - /:tz‘l(l—t)z‘ldt

Nach einer Substitution

1
t = 5(1+U)
1
1=t = S(1-w)
dt = 1du
2

ergibt sich

I'(2)2 1 . -
r§2i> - [ Gar0) T Ga-w) T S

3 [ a-uya
- (%)2“2 fol(l—uz)z-ldu

Denn der Integrand ist eine gerade Funktion. Nun substituieren wir

2

Vo= u
dv = 2udu
1
du = 3 Vudv

und erhalten

I'(2)2 2:-1 1 1 L
L L

(%)%1 B(%,z)
2.1 0(3) - I'(2)

1
(5) I’(%+z)

22
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Dies losen wir nun nach I'(2z) auf und verwenden I'(3) = /7 aus Korollar und
erhalten die Behauptung.

222—1

['(22) = NG

(=) T(z+3)

O

Das obige Theorem ist ein Spezialfall der allgemeineren Vervielfachungsformel
von Gauss (1812).

Theorem 1.25. Gaufsche Vervielfachungsformel

Der Wert der Gamma-Funktion an der Stelle mz berechnet sich aus der Formel:

mz—l

['(mz) = (2—

m—1

m-—1

-F(z)-F(z+%)-F(z+%)---F(z+ )

1.10 Die Digamma-Funktion

In Korrollar haben wir bereits eine Formel fiir eine zur Gamma-Funktion ver-
wandte Funktion kennen gelernt. Zur Definition einer weiteren zur Gamma-Funktion

verwandten Funktion benotigen wir den Begriff der logarithischen Ableitung.

Definition 1.26. Die logarithmische Ableitung einer Funktion f ist definiert durch

0" f(z)

d

7 In (f(z))
f'(2)

f(2)

Proposition 1.27. Die logarithmische Ableitung hat folgende Eigenschaften:

0" (f9)=0"f+0"g
o (D)= -0t
oF (¢) =0 fiir konstante c
o (z) =1
z

Definition 1.28. Die Digamma-Funktion ist definiert durch die logarithmische Ableitung

der Gamma-Funktion.
U(z) = or I'(z)

23
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Proposition 1.29. Fir die Digamma-Funktion gelten folgende Formeln:

(i)
1
n+1 n+z

‘P(Z)-—WZ( )

(i)

v(z) = ni:) (n Jrlz)2

(iii) 1
U(z+1) = P U(z)

(iv) ,
U(z+1)= = +0'(2)

(v)
(1) = =y =T(1)

(vi)

w1 = Z( +1)2 6

Beweis.ad (i) Wir gehen von der Weiersta3schen Produktdarstellung der Gamma-

Funktion aus und setzen dies in die Definition der Digamma-Funktion ein.

v(2)

I
Q
h
—
~
I\
~

-G

e R )

- _7_}( 1+z) (%_2”) (5_3+) (Z_4+z)"'
= ()Gt G ) ()

i —’7+§:( 11 )

ad (ii) Die Formel fiir die Ableitung der Digamma-Funktion folgt aus (i) direkt durch
Ableiten.

24
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ad (iii) Ausgehend von der Funktionalgleichung der Gamma-Funktion erhélt man

L(z+1) = z-T(2)

= In(I'(z+1)) In(z) +In(T'(2))
1

B +U(2)

= U(z+1)

ad (iv) Die Aussage folgt aus (iii) durch Ableiten.

ad (v) Die Aussage folgt aus (i) durch Einsetzen von z = 1. Da I'(1) = 1 ist, gilt auch
(1) =

ad (vi) Die Aussage folgt aus (ii) durch Einsetzen von z = 1. Den Wert § haben wir bereits
in Korrollar [L.23] berechnet.
[

2 Zeta-Funktion

In diesem Abschnitt wird die Riemannsche Zeta-Funktion behandelt. Dieser kommt mit
der Riemannschen Vermutung, die bis heute nicht bewiesen ist, eine besondere Bedeu-
tung zu. Ausgehend von der einfachen Darstellung als Reihe werden andere Darstellun-
gen wie die Eulersche Produkt-Formel hergeleitet. Letztere stellt den Zusammenhang
der Zeta-Funktion mit den Primzahlen und deren Verteilung her. Einige Eigenschaften
und spezielle Werte der Zeta-Funktion werden erlautert. Dabei ergibt sich ein Zusam-
menhang mit den Bernoulli-Zahlen. Mit der Funktionalgleichung wird die Verbindung
zur Gamma-Funktion hergestellt und es gelingt eine Fortsetzung der Zeta-Funktion auf

die komplexe Zahlenebene.

Definition 2.1. Die Riemannsche Zeta-Funktion ist durch folgende Reihe definiert:
((s)=> — seCmit Re(s)>1
n=1 ns
Proposition 2.2. Die obige Reihendarstellung der Zeta-Funktion konvergiert fur alle s

mit Re(s) > 1 und es gilt L
¢(5) =¢(s)
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Beweis. Wir setzen s = x + 1y und wenden die Eulersche Formel an.

ns = n(fzﬂy)

n=. eiy In(n)

n~* - (cos(yIn(n)) —isin(yIn(n))
n=* - (cos(yIn(n)) +isin(yIn(n))

= nT.e W In(n)

= n—x—iy
= n7‘9
Daraus folgt nach Summation
¢(5) = ¢(s)
Da Cosinus und Sinus beschrénkt sind, folgt die Konvergenz fiir Re(s) > 1. O

Wir werden spater den Definitionsbereich der Zeta-Funktion auf die ganze komplexe
Zahlenebene mit Ausnahme der 1 erweitern.
Fiir s =1 erhélt man die harmonische Reihe, die bekanntlich divergiert.

Fir s = 2 erhalt man die Reihe

2

1w
2 = _— = —
=2
Diese haben wir bereits in Beispiel als Baseler Problem behandelt.

2.1 Dirichlet-Reihen

Eine interessante Verallgemeinerung der Zeta-Funktion sind die Dirichlet-Reihen.

Definition 2.3. Sei a = (a,)neny € C eine Folge komplexer Zahlen. Dann wird eine
Dirichlet-Reihe definiert durch

oo a,
Lo(s) = 2—:1 e

Dirichlet-Reihen konnen multipiziert werden. Die Eigenschaften dieser Multiplikation

sind:

Proposition 2.4. (i) Die Folge der (¢,)nen des Produkts zweier Dirichlet-Reihen Lq(s) =
Y0 @ ound Ly(s) = X2, & entsteht durch Faltung.

n=1 ps n=1 ps
Cr = Z a; - bj

ij=k
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Schreibweise: ¢ =axb
(ii) Die Multiplikation zweier Dirichlet-Reihen ist assoziativ und kommutativ.

(7ii) Das Eins-Element, das heisst die konstante Funktion 1, ist gegeben durch

d=1(1,0,0,-)

(iv) Die Folge
v=(1,1,1,-+)

ergibt die Zeta-Funktion als spezielle Dirichlet-Reihe.

(v) Fir eine Dirichlet Reihe gilt
(a*)p=> a

ilk

(v) FEine Dirichlet Reihe ist genau dann invertierbar, wenn gilt
ay * 0

Eine Potenzreihe f,(2) = Y77 a,z" ist konvergent fiir | z | < p mit dem Konvergenzra-
dius p = WI’\L/W und divergent fir | z |> p. Fir | z |= p ist keine Aussage moglich,
es muss jedoch mindestens eine Singularitat geben.

Bei Dirichlet Reihen tritt an die Stelle des Konvergenzradius die Konvergenzabszisse.

Proposition 2.5. Sei a = (a,)nen €ine komplexe Zahlenfolge. Dann konvergiert die
Dirichlet-Reihe Lo(s) = Yooy %2 fiir alle s < og, wobei oy definiert ist durch:

n=1 ns

N
. _{ limsup ., (%) fir ¥ a, divergent
0=

limsupy_, o (W) fir Y2, a, konvergent

Beispiel 2.6. Die Zeta-Funktion wird als Dirichlet-Reihe durch die Folge a,, = 1 dargestellt,
deren Summe divergiert. Sie hat die Konvergenzabszisse oy = 1.
2.1.1 Eulersche Produktformel

Die Zeta-Funktion war bereits Euler bekannt. Die folgende Produktformel geht auf ihn
zuriick und stellt eine iiberraschende Verbindung der Zeta-Funktion zu den Primzahlen
her.

27



Spezielle Funktionen (3. Vorlesung vom 23. November 2023) Stephan Klaus

Theorem 2.7. Fulersche Produktformel
Die Zeta-Funktion hat folgende Darstellung als unendliches Produkt:

() =TI (1- pi> (zP)

peP

Dabei bezeichnet P ={peN|p prim} die Menge aller Primzahlen.

Beweis. Der Beweis verwendet, dass jede natiirliche Zahl n € N eine eindeutige Prim-

faktorzerlegung besitzt.

S
I

pil ,p§2...pﬁr p’L EP, 6@' EN+
- H p°»  nur endlich viele e; # 0
peP

Somit ergibt sich fiir die Zeta-Funktion

1
n

(s) = 3

»

n=1 HpeIP peps
1
= 11 2
1 1 1
5 (3 ) (3 5
1
= [1Y =
peP k=0 P
1
= ]I
peP

E€pS
peP ep>0 pr
€2>
1-ps

Dabei wurde die Summenformel der geometrischen Reihe verwendet. [

Dieses Ergebnis kann auf Dirichlet-Reihen verallgemeinert werden. Dazu bendtigen

wir den Begriff der Multiplikativitat von Folgen.

Definition 2.8. Eine Folge komplexer Zahlen a = (a,)ney, die nicht identisch ver-
schwindet, heisst multiplikativ, wenn fiir alle teilerfremden Indizes n,m das Produkt
Ay, * Ay = Qpyn, 1St

Die Folge heisst streng multiplikativ, wenn a,, - a,, = a,,., fiir alle Indizes gilt.

In der Literatur wird die strenge Multiplikativitat auch mit stark, strikt oder vollstandig

bezeichnet.
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Theorem 2.9. Die Dirichlet-Reihe einer multiplikativen Folge a = (a,)ney mit aq = 1

kann wie folgt als Produkt dargestellt werden:

a, Gy
Lo(s) = 1+ 24+ 2424
() gp( ps p25 p3s )

Ist a streng multiplikativ, gilt sogar

Lo(s)=T] (1- ;‘72)‘1 (DP)

peP

Beweis. Der Beweis geht wie fiir die Eulersche Produktformel fiir die Zeta-Funktion und

verwendet, dass jede natiirliche Zahl n € N eine eindeutige Primfaktorzerlegung besitzt.

n o= pit-pyepsr piePe; e N
_ H p°»  nur endlich viele e; # 0
peP

Zudem gilt fiir multiplikative Folgen

€2
Py

er

Qp = apil . -pS

= apflq -ap;z~--ap5r

Denn verschiedene Primzahlen sind teilerfremd, gg7'(p;,p;) = 1 fiir ¢ # j. Somit ergibt
sich fiir die Dirichlet-Reihe

M3
3|8

3
I
—

Lu.(s) =

NgE
—
<

3
i
—
3
m
~
3
)
)
«

bS]
A
~

=
m
~
i)
»
]
by
i)
b

Gilt iberdies die strenge Multiplikativitat, dann kann die Summenformel der geometrischen

Reihe angewendet werden.

[ (1+%+ag2 +a§3 +-0)
peP p> p* p* pelP P* p p?

Il Il
— 2
—~ —~~

—_
| +
& =8
~ +
= —~
% [
~
N

+
—~
K
~
w

+
~
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]

Theorem 2.10. Wenn die Folgen a = (ay)neny und b = (by)ney multiplikativ sind, dann

ist auch thr Faltprodukt a x b und a=' multiplikativ, sofern das Inverse existiert.

Beweis. Sel ¢ =a b mit

Cp = Z a; - by,

i-k=n

Seien weiter n,m zwei teilerfremde Indizes. Dann gilt:

(2 ai-b)-( X ax-bi)

ij=n k-l=m

Z Z (ai-ak-bj-bl)

ij=n kl=m

Y. (aik-bj)

i-j-k-l=n-m

Cp* Cmy

Denn wenn n,m teilerfremd sind, sind alle Teiler 7,7 von n teilerfremd zu allen Teilern

k,l von m. Nun kénnen i-k =7 und j -l = s zusammengefasst werden und es folgt:

Cn*Cm = Z (aik - bju)

i-k-j-l=n-m

Z (ar : bs)

T-$=n-m

Cn-m

2.1.2 Reziproke Zeta-Funktion

Mit Hilfe der Mobius-Funktion 148t sich die reziproke Zeta-Funktion einfach darstellen.

Definition 2.11. Die Mobius-Funktion p(n) ist fiir alle natiirlichen Zahlen n € N
definiert durch

(=) falls n=p;-po-p,
p(n) = das quadratfreie Produkt verschiedener Primzahlen ist ()

0 sonst

Insbesondere nimmt die Mobius-Funktion fiur alle Primzahlen den Wert —1 an. Die

ersten Werte sind:
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n |1]2]3 4]
0

5
IR

6]
1]

Theorem 2.12. Die reziproke Zeta-Funktion hat die Darstellung

7]8lo
-1]0/0

1 i p(n)
C(S) n=1 ns
Beweis. Nach der Eulerschen Produktformel (ZP]) hat (~'(s) die Darstellung
1 1
Cw-T10-1)
peP p
Werden die Faktoren ausmultipliziert, erhalt man

M) = 1mT o :

peP P° piipaep (p1-p2)® p1,p2,p3eP (p1-p2-ps)?

Qn

NgK

1n®

= La(s)

S
I

mit einer Dirichlet-Reihe zu einer Folge a = (ay,)nen. Koeffizientenvergleich liefert
(-1)" falls n=p;-pep,

ap, = das quadratfreie Produkt verschiedener Primzahlen ist
0 sonst

Somit ist a,, = p,, die Mobius-Funktion. O

Korollar 2.13. FEs gilt die Mobiussche Inversionsformel
L* =9

Bemerkung 2.14. Die Mobius-Funktion p ist multiplikativ, aber nicht streng multi-
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plikativ. Denn fiir zwei teilerfremde n,m gilt

0 = 0-u(m) falls  n nicht quadratfrei ist
0 = u(n)-0 falls  m nicht quadratfrei ist
finm =y (=) = (=1)7-(-1)* falls  n=pi-pyp,
m =p1-pP2Ps
quadratfrei sind

Haben jedoch quadratfreie n und m einen gemeinsamen Primfaktor, dann ist n-m nicht

mehr quadratfrei und es gilt
0= finm # p(n) - p(m) = (1)

2.1.3 Ableitung von Dirichlet-Reihen

Proposition 2.15. Die Ableitung einer Dirichlet-Reihe zur Folge a = (ap)nen it

d &, ay - 1In(n)
S (s)=-%
3 ") nz—:l n®

Insbesondere gilt
d [oe]
I ((s) = —n;

Beweis. Zum Beweis betrachten wir die Ableitung von n=5.

In(n)

N = L]n(S)

d d
el -5 = (o n(n)s
7 () 5 (e )

= —In(n)e s

= —In(n)n~*

]

Proposition 2.16. Der Logarithmus einer Dirichlet-Reihe mit einer streng multiplika-
tiwen Folge a = (ap)nen 1St

2 a3

a, a
In(Ly(s)) = 1+ 24+ 2 4+ 2 4.
p%;n( ps 2p25 3p35 )

Insbesondere gilt

() =33 —

ok
peIP’k:=1k p”

32



Spezielle Funktionen (3. Vorlesung vom 23. November 2023) Stephan Klaus

Beweis. Zum Beweis setzen wir die bekannte Formel

2 .3
In((1-2)™") :x+% +%+---

in die Produktdarstellung ein:

O
Proposition 2.17. Die logarithmische Ableitung einer Dirichlet-Reihe mit einer streng
multiplikativen Folge a = (ap)nen ist

3

OH(La(s)) == X (p) - (22 + 22+ 22 )

e ps D p38
Insbesondere gilt
aL s — CI(S)
GO
1 1 1
= - In(p) (—m+—+—+-
ng];} (p) (ps p2s p3s )
= —La(s)

Mit der von Mangoldt-Funktion

In(p) fir n=pF¢ peP keN

0 sonst

o]

Beweis. Wir gehen von der Produktdarstellung (DP]) einer Dirichlet-Reihe mit einer

streng multiplikativen Folge a = (a, ),y aus und verwenden die bekannte Formel
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Damit erhélt man

O"(Lu(s)) = OM([](1-2))

peP p
_ aL Clp 1
Sy
d Qp\—1
- L
pze];nds H( ps)
2 3
_ Z%(a—i+&+&+"')

pp ds “p* p* p
(

a2 as
- D) (2 )
pelP p

2.2 Bernoulli-Zahlen

Euler hat nach der Losung des Baseler Problems ((2) = %2 weitere Werte der Zeta-

Funktion berechnet. Dabei spielen die Bernoulli-Zahlen eine Rolle, die wir nun definieren.

Definition 2.18. Die Bernoulli-Zahlen B,, sind definiert durch die Reihenentwicklung

der Funktion
T > B,

n

e?—-1 ‘= n!

Bemerkung 2.19. Bernoulli fand die Zahlen durch Betrachtung der Summen von

Potenzen natiirlicher Zahlen bis zu einem vorgegebenen Wert.

n+1
1+2+3+-+n = ( 5 )

1F+ 2k 43k 4ok Polynom vom Grad k +1 in n

Wird anstelle der natiirlichen Zahlen eine Variable x eingesetzt, erhalt man die Bernoulli-

Polynome.

Theorem 2.20. Die Bernoulli-Zahlen geniigen folgender Rekursionsformel:

é(nu) .
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Die letzte Zeile konnen wir nach B, auflosen:

1 nl |
Bo=—— S [ "7 |5
7=0

n+1 j

Die Bernoulli-Zahlen kénnen mit folgender sagemath Prozedur berechnet werden.

def bernoulli_zahlen(fin):

bz = 1list()

bz.append (1)

for k in range(1,fin):
bsum = 0
for j in range(k):

bsum += binomial(k+1,j) * bz[j]

bz.append(-bsum / (k+1))

return bz

Die ersten Bernoulli-Zahlen sind

n‘O‘ 1 ‘ 2 ‘3‘ 4 ‘5‘ 6 ‘7‘ 8 ‘9‘ 10 ‘11‘ 12 ‘13‘14‘...

B,|1]-1/2]1/6]0]-1/30]0]1/42]0]-1/30 |0 |5/66] 0 |-691/2730 | 0 | 7/6] -

In der Tabelle sind die Bernoulli Zahlen mit ungeradem Index, mit Ausnahme der 1, 0.

Dies ist generell der Fall.

Theorem 2.21. Fur die Bernoulli-Zahlen mit ungeradem Index, mit Ausnahme der 1,
gilt
B2n+1 =0 f'U/f’ n<l

Beweis. Nach der Definition der Bernoulli-Zahlen genligt es zu zeigen, dass die

Funktion

T T
+_
e?—1 2

eine gerade Funktion ist. Denn dann miissen die Koeffizienten der ungeraden Potenzen
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von x verschwinden.

v,z g reoly
co172 2 e
) g(%_ﬂx
e
.
SICHES

]

Aus den in obigem Beweis verwendeten Formeln ergibt sich eine Reihendarstellung
fiir die Cotangens-Funktion.

Korollar 2.22. Die Funktion z-cot(z) hat folgende Reihenentwicklung:

BQn
(2n)!

Beweis. Nach Theorem verschwinden die Bernoulli-Zahlen mit ungeradem Index

z-cot(z) =1+ i(—él)" 22" (COT)

grofler 1. Im Beweis wird folgende Formel hergeleitet, in die wir x = 2iz einsetzen und die

Beziehung zwischen der e-Funktion und den trigonometrischen Funktionen ausnutzen.

&
I

o)t T “Z (2n )'
n BQn
1+Z( 4) (2n )'

eZZ +e 1z
Y G

eZZ _6—ZZ
z-cot(z)

2n

]

Wir haben bereits den Funktionswert der Zeta-Funktion an der Stelle 2 im Beispiel
berechnet, der auf Euler zurtickgeht. Euler hat die Funktionswerte an allen geraden,

naturlichen Zahlen berechnet.

Theorem 2.23. Eulersche Formel

Die Funktionswerte der Zeta-Funktion an geraden, naturlichen Zahlen berechnen sich
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mait der Formel
(-1 @

¢(2n) = 5 . (2n)! - Bop

Beweis. Wir gehen von der Produktdarstellung der Sinus-Funktion in Beispiel aus
und bilden von beiden Seiten die logarithmische Ableitung unter Beachtung der Eigen-

schaften in [.27
. = 1 z?
sin(nz) = WZH( _E)
> z z
= 1+— . ]___
mllasD-0-5)

Lor Lo"
cos(mz) _ 1 & 1 1
7Tsin(7rz) - +Z::( +z—n)

Nun berechnen wir die Taylor-Reihe der Funktion an der Stelle z =0

f(z) = mcot(rz) - %
C Xl
Die Ableitungen von f(z) sind
1 1

9 - i (D" & ((z +n)k+l " (z —n)k+l )

An der Stelle 0 ergibt sich

fir k=2m

*) () =
oo {(—2)-(2m—1)!-2;';’_1# fir k=2m-1

Somit hat die Funktion f an der Stelle 0 die Taylor-Entwicklung

o f(
1) = kZOfk;,(O) k

= 3 (-2)cm)

= mwzcot(mz) = 1+ i:l( 2)¢(2m) z

Durch Koeffizientenvergleich mit Formel (COT)) folgt die Behauptung. O
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Da in der Euler-Formel 7 auftritt, sind die Funktionswerte ((2m) irrational und
transzendent. Fir die Funktionswerte der Zeta-Funktion an ungeraden natiirlichen
Zahlen gibt es dagegen bis heute keine Formel. Roger Apery bewies erst 1979, dass
¢(3) ~ 1,20205 eine irrationale Zahl ist.

2.3 Dirichletsche Eta-Funktion

Die Zeta-Funktion ist der einfachste Fall einer Dirichlet-Reihe, ndmlich mit der Folge
a, = 1 fiir alle n. Eine weitere einfache einfache Dirichlet-Reihe ist die Dirichletsche Eta-
Funktion, die mit der Folge a,, = (-1)" gebildet wird. Diese soll nun definiert werden

und der Zusammenhang mit der Zeta-Funktion wird erlautert.

Definition 2.24. Die Dirichletsche Eta-Funktion ist definiert durch

)n+1

n(z) = il (_;— (ETA)

Diese Darstellung der Eta-Funktion konvergiert fiir 0 < Re(z). Die Eta-Funktion
kann jedoch auf die ganze komplexe Zahlenebene analytisch fortgesetzt werden. Die

alternierende harmonische Reihe ergibt sich als Funktionswert n(1) = In(2).

Theorem 2.25. Die Eta-Funktion ergibt sich aus der Zeta-Funktion durch folgende
Gleichung:

n(z) = (1-27%)-((2)

Beweis. Durch einfaches Nachrechnen ergibt sich

o) c(x) = S Lot
(=270 = 2522 Gy
= 1 +.;£.+.;L 4+ ... =92, (;£.+.;£.+.;L +..J
22 3 22 4% 6%
1 1 1 1 1
TR TEE e
~ 00 (_1)n+1
_nz::l e

= n(2)
0

Als Folgerung ergibt sich die Konvergenz der Zeta-Funktion auch fiir 0 < Re(s) < 1.

38



Spezielle Funktionen (3. Vorlesung vom 23. November 2023) Stephan Klaus

2.4 Mellin-Transformation

Eine weitere Darstellung der Zeta-Funktion erhalten wir mit Hilfe der Mellin-Transformation.

Definition 2.26. Sei f : R* - C eine komplexwertige Funktion. Dann ist die Mellin-

Transformierte Funktion F' definiert durch
()= M) = [ 70t a

Beispiel 2.27. Die Mellin-Transformierte der Funktion f(t) = e~ ist die Gamma-
Funktion. Dies folgt sofort aus der Integral-Darstellung der Gamma-Funktion (' Integral]).

Mit Hilfe der Gamma-Funktion 148t sich sogar weitergehend ein Zusammenhang von

Dirichlet-Reihen und Potenzreihen beweisen.

Theorem 2.28. Das Produkt einer Dirichlet-Reihe

F(z)= i

-
n?

mit der Gamma-Funktion ist die Mellin-Transformierte der Funktion g(z) = f(e™*),

wobei f durch die Potenzreihe
f(s)=2 an-s"
n=1
gegeben ist. Das heisst, es gilt

[(2)- F(z) = M(f(e™))(2) (MT)

Beweis. Zum Beweis wird die Integraldarstellung (' Integral) der Gamma-Funktion be-

nutzt.

['(z)-F(2)

)

(Amﬁ4€wﬂ(§
= [TY

n=1 T

-
n?

1
E) e tdt

Nach der Substitution

der =

SEEE
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erhalten wir

['(2)-F(z) = [oo (g:l ane ™)z do

0

M(f(e7))

Korollar 2.29. Die Zeta-Funktion hat die Integral-Darstellung

1 o gl
¢) = I'(2) /(; et -1 da

Die Formel gilt fir alle z ¢ {1,0,-1,-2,---}.

Beweis. In Gleichung (MT)) wird F'(z) = ((z) gesetzt, das heisst a,, = 1 und nach ((z)
aufgelost.

G = F(z).[ niei Jor

eT-1

2.5 Funktionalgleichung der Zeta-Funktion

Wie bei der Gamma-Funktion spielt auch bei der Zeta-Funktion die Funktionalgleichung
eine bedeutende Rolle. Euler veroffentlichte diese bereits 1761, gab jedoch noch keinen
exakten Beweis an. Dieser wurde erst durch Riemann gegeben. Zum Beweis der Funk-
tionalgleichung verwenden wir die Abelsche partielle Summation, die zunéachst erlautert

wird.

Proposition 2.30. Sei (a,)nen eine Folge komplexer Zahlen und f : [b,c] - R eine

reelle, stetig differenzierbare Funktion. Dann gilt

le le] c
> anfm) = ( % a)f@)= [ (3 an) St
n=[b] n=[b] n=[b]
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Beweis. Beweis durch Nachrechnen.

Le] Lc]

( Z an)f(c)_ Z anf(n)

—

el

(2 an)(f(e)=f(n))

|

]

3
I
a1
o
=
3
Il
a1
o
=
3
il
L=

]

an) [n f(t)dt

el
fb (Y a,) f(t)dt

n=[b]

3
I

]

Bevor diese Formel auf die Zeta-Funktion angewendet wird, benotigen wir noch den

Begriff des Bruchanteils.

Definition 2.31. Der Bruchanteil von z ist definiert durch:
{2} =2 -|z]
Dies ist eine periodische Funktion. Die Fourierreihe ist gegeben durch

[ee]
n=1

1
nmw

o} =

sin(2mnx)

N | —

Der Bruchanteil wird auch Séagezahnfunktion oder Kippschwingung genannt. Im Schaubild
wird die Sdgezahnfunktion blau dargestellt und die Approximation durch die ersten 10

Summanden der Fourierreihe grau.

Korollar 2.32. Fir die Zeta-Funktion gilt die Formel

a®-((s) = @ o[ {a—t}dt (Z11)

s—1 ~ i s

1 und der

Beweis. Wir wenden Abelsche partielle Summation an mit der Folge a,,
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Funktion f(t) = (%)S im Intervall [1,ax].

L

S
8

(%) = laxl- () s [l () at

laz |- (%)S +5 /j lav] - (%)SJr1 dv

nach Substitution ¢ = av

Il
—_

n

Nach Grenziibergang x — oo ergibt sich daraus

aS-C(s)zsfloO |£—fljdt

Wegen

<) t <)
f T oar = f L at
1 t5+1 1 s

gilt

as % at - |at
a®-((s) _Sf1 #dt

]

Obwohl wir von der Reihendarstellung der Zeta-Funktion ausgegangen sind, die ja nur

fir 1 < Re(s) konvergiert, konvergiert das Integral auf der rechten Seite in Gleichung
(Z11)) auch fiir 0 < Re(s). Dies fiihrt zu einer Integral-Darstellung der Zeta-Funktion fiir

0 < Re(s) < 1, die wir beim Beweis der Funktionalgleichung verwenden.

Korollar 2.33. Die Zeta-Funktion hat fiir 0 < Re(s) <1 die Darstellung
e qat
a®-((s)=-s fat} dt (Z12)
0

ts+1

Beweis. Wir miissen nur zeigen, dass in der Darstellung (ZI1)) der erste Summand das
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Integral von 0 bis 1 ergibt. Fiir 0 < Re(s) <1 gilt

i

0 ts+1

L oat
ts+1

11
—dt
tS

h
),

ts—l

1-s
a

a1

1-s

O

Im Beweis der Funktionalgleichung wird auch eine interessante Integraldarstellung fiir

die Gamma-Funktion verwendet.

Proposition 2.34. Fiir 0 < Re(s) <1 gilt folgende Formel:

/(;Do 257 sin(z) dz = T'(s) - sin (%S)

(GI)

Beweis. Zum Beweis verwenden wir die Eulersche Formel

1, .
sin(x) = ?(e”
i

Damit erhalten wir

_ efix)

s=1 43 _ s=1 ¢ ix _ —ix
[0 x* " sin(x) dx = 5; ( [o ¥ (e —e™?) dx)

Nach Substitutionen

dx

ergibt sich

1

foo 27! sin(z) dz
0

21

+2U

+idu

(i foo u e du — (=i)*t (=) foo ute™ du)
0 0

1, .
I'(s)- % (e'™2

[(s) -sin(gs)

—€

=I'(s)

N S
7,7r§)

43
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Denn es ist i = €2° und mit der Eulerschen Formel ergibt sich die Behauptung O

Theorem 2.35. Die Zeta-Funktion erfillt folgende Funktionalgleichung
) M(1-s)-¢(1-s)

Dieser Beweis geht von obiger

((s)=2%-m°" sm(2 (ZF)

Beweis. Flir diese Formel gibt es mehrere Beweise
Darstellung - der Zeta-Funktion durch ein Integral tiber die Sagezahnfunktion aus

)
setzt die Fourier Entwicklung der Sagezahnfunktion ein, vertauscht Integral und Sum-

mation, wertet die Integrale mit Gleichung (GI)) aus.

[ T o (fa) - {20)) da

1L
f 7 (sin(4mnz) - sin(2mna) ) da

((47m) ['(-s) sm(——s) (2mn)°T'(-s) Sin(_§8))

3|H:|

NGERINGL

u

I~
I
—_

U
nach Substitution £ = — bzw 2 = —
4mn 2mn

= i ni 225 —2%) (7n)*T'(-s) sin(—gs)
- Z:: (or )1 ———2"(1-2°)T(-s) sin(as)
= 2@ - sin(s) %F(l _8)C(1-5)

-s) =-1T(1-s) und

Denn nach der Funktionalgleichung der Gamma-Funktion gilt I'(
' . ]

die unterstrichenen Terme auf beiden Seiten heben sich weg

Eine einfachere Form hat die Funktionalgleichung fiir die Riemannsche Xi-Funktion

Definition 2.36. Die Riemannsche Xi-Funktion ist definiert durch

£)= 5 mE s (5= 1) TG ()

Korollar 2.37. Die Riemannsche Xi-Funktion erfillt die Funktionalgleichung
£(s)=¢&(1-5)

Beweis. Zum Beweis nutzen wir die Funktionalgleichung der Zeta-Funktion, die Legen-
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dresche Verdoppelungsformel und die Eulersche Spiegelungsformel

€)= 5omiess(s-1)T() ()

= %-71g-s-(s—l)-r(g)-Qs-ﬂs1~Sin(%s)'F(1_5)'C(1_5)

_ %'W_;'S'(S—l)'r(g)' 2°.T(1-s) 7T(s—l.sirl(%s).((l—s)
==T(3)ra-3

1 . 1 1-

= 5 s (o ) TG T 1) T vsin () €1 -)
:sin(w%)

_ %-W‘lf-s-(s—l)-r(lgs)'g(l_s)

= £(1-5)

Aus der Funktionalgleichung ergeben sich mehrere Folgerungen.

Theorem 2.38. Die Funktionswerte der Zeta-Funktion fiir negative natiurliche Zahlen
sind B
C(-m) = _mL-: firmeN

Dabei sind B, die Bernoulli-Zahlen aus Definition [2.18 Insbesondere ergeben sich die

trivialen Nullstellen der Zeta-Funktion zu
¢(-2m) =0

Beweis. Aus der Funktionalgleichung (ZF)) erhalten wir zunéchst die Werte ¢(-2m) = 0.

-2mm

((-2m) = 27272 Lo gin ( ) T(1+2m)-¢(1+2m)

~—_———
=0

Der Sinus-Faktor verschwindet, wahrend alle anderen Faktoren ungleich Null sind. Fiir
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die ungeraden negativen Zahlen ergibt sich:

~(2m -1
G-(em=1)) = 2 e em ) gin (FER T P14 2 1)) (14 (2 1)
=(-1)m™ =(@2ma+1)! C it (?;rﬂ;n Boy,
_ _B2m
B 2m
O

Bemerkung 2.39. Fiir m = 1 nimmt die Zeta-Funktion also folgenden Wert an:

1

B
(=D L

Der indische Mathematiker Srinivasa Ramanujan nahm dies 1910 zum Anlass fiir einen

Artikel im Journal of the Indian Mathematical Society mit der Behauptung

& 1
1+2+3+4+-=Y n=—-——
nZ:l 12

Dies ergibt sich, wenn in die Reihendarstellung der Zeta-Funktion unbedacht der Wert
s = —1 eingegeben wird. Zur Ehrenrettung von Ramanujan sei erwahnt, dass trotz
Ablehnung vieler Mathematiker sich daraus eine fruchtbare Zusammenarbeit mit God-
frey Harold Hardy entwickelt hat.

2.6 Laurent-Entwicklung der Zeta-Funktion

Der Definitionsbereich der Zeta-Funktion kann auf die ganze komplexe Zahlenebene mit
Ausnahme der 1 erweitert werden. An der Stelle s = 1 hat die Zeta-Funktion einen
einfachen Pol mit Residuum 1. Damit ist die Zeta-Funktion eine meromorphe Funktion

und hat eine Darstellung als Laurent Reihe. Diese geben wir hier ohne Beweis an.

Theorem 2.40. Die Laurent-Reihe der Zeta-Funktion lautet:

((s) = i

% (s-1)"

Dabei werden die Koeffizienten mit den Stieltjes-Konstanten gebildet.

- (5 (O (ol

m—oco t = n+1

M
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Bemerkung 2.41. Die 0-te Stieltjes-Konstante ist die Eulersche y-Konstante. Denn es
gilt nach Definition

, 21 In(m)
o= nlnbim(;z_ 1 )
= 7

Bemerkung 2.42. Die Stieltjes-Konstanten sind eine Verallgemeinerung der Eulerschen

~v-Konstanten. Bereits Euler nahm eine Verallgemeinerung der Definition von v vor,

indem In(n) durch das Integral /" 1dz und anstelle von < andere positive, monoton

fallende Funktionen gesetzt wurden. Stieltjes verwendete die Funktion f(x) = W

I

die genau auf die Stieltjes Konstanten -, fiihrt.

m (In(k))™ m (In(z))™ n o (In(k))™ In(z))r+1 1™
lim (é%‘ﬁ @O 1) = i (;( () _[(n) I

m— 00 m—>o0 ]{3 n + 1
o (In(k))" - (In(m))"*!
= 1 _
o (kz:; k n+1 )
= f}/n

Die Ausfiihrungen zu Dirichlet-Reihen sind im Abschnitt [2.1]

2.7 Nullstellen der Zeta-Funktion
Die Produktdarstellung der Zeta-Funktion (ZP))

() =T10-)"
peP p
konvergiert fiir Re(s) > 1 und in diesem Gebiet gilt ((s) # 0.

Mit Hilfe der Funktionalgleichung konnten triviale Nullstellen fiir s = -2n,n e N
gefunden werden. Fiir Re(s) < 0 gibt es keine weiteren Nullstellen. Denn die rechte
Seite der Funktionalgleichung ist ungleich 0 fiir s # -2n,n € N.

Das heisst, dass alle nicht-trivialen Nullstellen der Zeta-Funktion im kritischen Streifen
0 < Re(s) <1 liegen. Wegen ((3) = @ liegen diese paarweise symmetrisch zur reellen
Achse, das heisst

(s)=0 = (()=0

Aus der Funktionalgleichung folgt im kritischen Streifen 0 < Re(s) < 1 iiberdies, dass die
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nicht-trivialen Nullstellen symmetrisch zu Re(s) = 1 liegen.
((1-5)=0 = ((s)=0

Die ersten nicht-trivialen Nullstellen sind

pr = % +1-14,134725141734693790---

p2 = % +1-21,022039638771554993---

ps = % +1-25,010857580145688763---

Py = % +1-30,424876125859513210---

ps = % +1-32,935061587739189690- -
1

06 = §ii-37, 586178158825671257---

Tatséchlich konnte Hardy 1914 beweisen, dass auf der kritischen Geraden sogar unendlich
viele nicht-triviale Nullstellen der Zeta-Funktion liegen. Bis heute konnten keine nicht-
trivialen Nullstellen mit Re(p) # 3 gefunden werden.

Bereits im Jahr 1859 formulierte Riemann folgende beriihmte Vermutung:

Theorem 2.43. Riemannsche Vermutung

Alle nicht-trivialen Nullstellen der Zeta-Funktion liegen auf der kritischen Geraden Re(s)
1

5-

Obwohl sich viele Mathematiker an einem Beweis versucht haben, konnte dieser bis
heute nicht erbracht werden. Im Rahmen des 2. Internationalen Mathematikerkon-
gresses im Jahr 1900 in Paris stellte Hilbert eine Liste von 23 mathematischen Prob-
lemen auf, darunter die Riemannsche Vermutung als Problem Nummer 8. Gourdon
veroffentlichte 2004 einen Artikel, in dem bewiesen wird, dass bis zu I'm(p) < 10'3 keine
Nullstelle mit Re(p) # 1 existiert.

Die grofle Bedeutung der Riemannschen Vermutung liegt in ihrem Zusammenhang

mit der Primzahlverteilung.

2.8 Primzahlverteilung

Die Primzahlen haben natiirlich eine grofle Bedeutung in der Mathematik und Zahlen-

theorie. Drei wichtige Fragen werden auch heute noch in der Forschung untersucht:
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(1) Ist eine gegebene Zahl eine Primzahl?
(2) Wieviele Primzahlen gibt es, die kleiner oder gleich einer gegebenen Zahl sind?
(3) Wie lautet die n-te Primzahl p,?

Zu Frage (2) wird folgende Abzahlfunktion definiert:

Definition 2.44. Die Primzahlfunktion ist fur x € R* definiert durch
m(x) = #{p < z|p Primzahl }

Die folgende Graphik zeigt die Primzahlfunktion bis 25.

25 1
20 1
15~

10 A

In groBeren Bereichen ist dagegen die Treppenfunktion nicht mehr so gut erkennbar.
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2000 -
1500 ~
1000 ~

500

500 1000 1500 2000

Da der genaue Wert der Primzahlfunktion schwierig zu berechnen ist, hat bereits Gaufl
eine Abschatzungen gefunden. Diese wurde als Primzahlsatz bekannt und 1895 von
Hadamard und de la Vallee Poussin bewiesen.

Theorem 2.45. Primzahlsatz

Die Primzahlfunktion ist asymptotisch aquivalent zu ﬁ Das heisst in Formeln

T

In(x)

m(z) ~

oder
lim @ =1
T @
Dies wird in folgender Graphik veranschaulicht. Die griine Linie stellt die verbesserte
Abschétzung mit dem Integrallogarithmus Li(x) = [, ﬁ dt dar.
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300 1

250 1

200 A

150 A

100 A

50 1

500 1000 1500 2000

Die Graphik erweckt den Anschein, dass Li(z) > w(z) fir alle = gilt. Littlewood hat
jedoch 1914 bewiesen, dass sich die beiden Funktionen ab einem Wert x( sogar unendlich

oft schneiden. Eine Abschatzung gab Skewes mit

1034
Zo < 1010

an. Diese Zahl war seinerzeit die grofite jemals definierte niitzliche Zahl. Bays und
Hudson konnten 2000 zeigen, dass die erste Uberschneidung bereits vor 1,39822 - 10316
stattfindet.

Tatséchlich liefert diese Abschétzung fir die Anzahl der Primzahlen bis zu einer
gegebenen Zahl x auch eine Abschatzung fiir die n—te Primzahl. Also sind die Fra-

gen (2) und (3) im Grunde dquivalent.
Korollar 2.46. Die n—te Primzahl p,, ist asymptotisch dquivalent zu n -In(n).

Beweis. Wir miissen zeigen, dass gilt:

lim 7000y
s p,
Nach dem Primzahlsatz gilt:
lim T8 4
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Daraus folgt fiir den Logarithmus des Quotienten:

In ( lim @) = In(1)=0
xr—00 m
W(l‘))

lim (ln(w(m)) —In(x) + ln(ln(x)))

Tr—>00

= Jim In
In(7(x In(In(z

-t (1n(e) (BT RN )

0

Da In(z) unbeschrénkt ist und mit der de L’Hospital-Regel

1 1

In(1 n(@) =

lim 20@) - B@ E
= 0

gilt, folgt
lim 20T2) 4

Multipliziert mit der Formel des Primzahlsatzes erhalten wir
lim W(f) - lim In(m())
roeo LS wmee In(x)

lim 7(zx) - In(7m(x))

Tr—>00 :L‘

—_
Il

Nun wird x durch die n—te Primzahl p, ersetzt, wobei 7(p,) = n gilt. Dann folgt die
Behauptung. O]

Da die Primzahlfunktion 7(x) eine grofle Bedeutung hat, sind viele Verbesserungen
in der Abschéatzung erfolgt. Fiir eine genaue Formel benétigen wir die Riemannsche
R-Funktion.

Definition 2.47. Die Riemannsche R-Funktion ist definiert durch
() n .
Ry = 3 i)
n=1

Dabei ist p die Mobius-Funktion aus Definition und Li ist der Integrallogarithmus

Litr)= [ ﬁdt
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Theorem 2.48. Fir die Primzahlfunktion g¢ilt die exakte Formel

m(z)=R(z)- > R(z")

¢(p)=0

Daber wird uber alle nicht-trivialen Nullstellen p der Zeta-Funktion summiert.

3 Elliptische Funktionen

Definition 3.1. Eine meromorphe Funktion
f(z): € — Cu{oo)

heisst elliptisch, wenn f doppelt periodisch ist. Das heisst, es gibt zwei komplexe Zahlen

w1, wy € C mit Z—f ¢ R, so dass

flz+wr)
f(z+wy)

f(z)

Die Bedingung 22 ¢ R besagt, dass w,ws linear unabhéngig sind in C aufgefasst als

2-dimensionaler Vektorraum tiber R.

Definition 3.2. Die Abelsche Gruppe

A

Z-wi+7Z-woy

= {nwi + nows € C|ny,ng € Z, wy,ws € C linear unabhéngig iiber R}

heisst Gitter in C.
Fiir eine gegebene, komplexe Zahl a € C heisst die Menge

D:{a+t1w1+t2w2\0£t1,t2<1}

Fundamental-Parallelogramm oder Fundamental-Masche des Gitters A.

Ein Gitter kann mehrere Fundamental-Parallelogramme besitzen.

Fiir eine elliptische Funktion tiber einem Gitter A gilt

f(z+X)=f(z) firalle e A
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Das heisst, eine elliptische Funktion ist durch ihre Werte auf einem Fundamental-
Parallelogramm vollstandig bestimmt.

Der Quotientenraum C/A =772 ist ein 2-dimensionaler Torus.

Proposition 3.3. Die Menge aller elliptischen Funktion uber dem Gitter A bilden einen
Kérper C(A).

Beweis. Das neutrale Elemente der Addition (die meromorphe Nullfunktion) und der
Multiplikation (die meromorphe Einsfunktion) sind elliptisch und somit Elemente in
C(A). AuBerdem ist die Menge der elliptischen Funktionen unter Addition, Multiplika-

tion und der Bildung von additiv und multiplikativ Inversen abgeschlossen. O

Beispiel 3.4. In einem gegebenen Gitter sind fiir alle £ € N* folgende Funktionen

elliptisch:
pP(2) = ((DF- (k+ 1) Y
welA (Z +w)k+2
Insbesondere ist
p(z)=-2- 3% 1
s (z+w)?

Die doppelte Periodizitat folgt direkt aus der Gruppeneigenschaft des Gitters.
Theorem 3.5. Die Funktionen pg\k)(z) konvergieren absolut fir z ¢ A und k € N*.

Beweis. Zum Nachweis der Konvergenz betrachten wir fiir eine natiirliche Zahl m € N
die Menge der Gitterpunkte in einem Parallelogramm P,,(z), das von den vier Gitter-

punkten z +m-w; + m-wy aufgespannt wird.
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Nun zahlen wir die Anzahl der Gitterpunkte auf dem Rand dieser Parallelogramme:

|Pn(z)nAl = [{z2tm-wi+a-wy|a€eZ, -m<a<m}H
{z+a-wixtm-wy |aeZ, -m<a<m}t
{z£m -w; +m-wy}
= 22m-1)+2(2m-1)+4

= 8m

Wir bezeichnen das Betragsminimum aller Punkte auf dem ersten Parallelogramm mit
C =min{|w||w e P;(2) }. Dann gilt min{|w||w € P,,,(2) } =mC. Das heisst

lw] > mC firalleweP,(2)nA

1 1
= — < —
|w mC
Damit konnen wir die Funktionen pg\k) wie folgt als Summe iiber m umschreiben und

abschétzen:

OIS YL

m=1 wePp, (z)NA

- 1
< (B+1)!- 8m:-———
( ) 21 m (mC)k+2
8 > 1
= Ck+2 ) (k + 1)' .mZ::I mk;+1
Da fiir k£ > 1 die Summe Y >, # konvergiert, haben wir eine konvergente Majorante
gefunden und die Funktionen pf\k)(z) konvergieren absolut. O

Proposition 3.6. Fur k > 0 entstehen die Funktionen pg\kﬂ)(z) durch Ableitung von

pf\k)(z) Das heisst, es gilt:
k k+1
el (2) =" (2)
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Beweis. Der Beweis erfolgt durch Nachrechnen.

1

of ) = (0P G B )
weA
C D DY (1) (kr2)
Seh (2 +w)h+s
+1 1
= (D" '((’ﬂ+1)+1)!'g;\m

P (2)

]

Damit erhebt sich die Frage, ob es eine Stammfunktion gof\o) von pg\l) gibt. Diese Funk-

tion wird nach WeierstraB8 (1815 - 1897) benannt in Wiirdigung seiner verdienstvollen
Beitriage zur Mathematik insbesondere der Analysis, Funktionentheorie und elliptischen
Funktionen. Da er seine Forschungsergebnisse oft zunachst nur miindlich teilweise sogar
in seinen Vorlesungen weitergegeben und erst spater veroffentlicht hat, ist das Entste-

hungsdatum der Weierstrafschen p-Funktion nicht bekannt.

Definition 3.7. In einem gegebenen Gitter A ist die WeierstraBsche p-Funktion definiert
durch

Da mit w € A auch —w € A ist, wird die Weierstrafische Funktion auch haufig so

r() =5+ T

weAN{0}

1 1
(z+w)? w?

angegeben:
1 1 1
pa(z) =3+ ) (m‘@)

weAN{0}
Theorem 3.8. Die Weierstrafische pa-Funktion ist eine elliptische Funktion.
Beweis. Wir miissen zeigen, dass g, eine meromorphe Funktion und doppelt periodisch
ist. Das Gitter A werde von w; und wy aufgespannt.
Fiir alle z ¢ A konvergiert p,. Denn fiir eine gegebene Zahl z € C\ A befinden sich nur

endlich viele Gitterpunkte innerhalb eines Kreises um den Ursprung mit Radius 3-|z].

Ab einem mg € N befinden sich alle Gitterpunkte der Parallelogramme
P,=+m-wixtm-wy fir m>my

ausserhalb dieses Kreises. Die Weierstrafische Funktion 148t sich damit so schreiben:

or(z) =5+ 3 ¥

m=1weP,

1 1 & 1 1
m‘;% 2 2 (m‘@)

m=mog weP,,
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Nun kann die zweite, unendliche Summe wie folgt umgeformt und abgeschéatzt werden:

1 I |w2—(z+w)2|

T W (2 w)?
jwl-(12-2+ 1)
PRIER

(z+w)? w?

2|z |+ %
w1+ 57
Dreiecks Ungleichung im Zahler angewandt
2]z |+ £}
31,11~ 1212
w1 [ |

Dreiecks Ungleichung im Nenner angewandt

Nun gilt
2|z |+ 2

lw] _
m g
wlveo |1 - =] 2
[w]
Daraus folgt: es existiert ein wy, so dass fiir alle w > wy die Werte der Funktion in der

Nahe des Grenzwerts liegen, also etwa

2-|z|+ 2}
—S3-|z|
|1 PP

o]

Zu diesem wy gibt es ein my, so dass wy € B, gilt.
Wie im Beweis der Konvergenz der Funktionen pf\k) in Theorem finden wir nun

fiir die zweite Summe eine konvergente Majorante.

3-lel

) 1 1
2 a3 ¢ L5 oy

1.1z & 1
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Zum Nachweis der Periodizitét berechnen wir die Ableitung von g (2).
1 1 1
(5~

/
z weAN{0} (Z +w)2 B E))

S (9L Y () ()
< weA~N{0} (Z+w)
(-2) >

(pa(z))

1
weA (Z + w)S

1
= pV(2)

Da pfxl)(z) periodisch ist, folgt

(Pa(z+w)) = (pa(2)) = 0
= palz+w) - (pa(2)

c(w) konstant

Nun beachtet man, dass g, eine gerade Funktion ist und setzt z = —%. Dann folgt

0=pa(5) - pal-5) = c(w)

3.1 Liouvillesche Satze

Zur Erinnerung fithren wir hier einige Begriffe und Ergebnisse der Funktionentheorie
auf.

Theorem 3.9. Integralsatz von Cauchy

Sei U c C ein einfach zusammenhdingendes Gebiet und v :[0,1] = U eine geschlossene

Kurve in U. Dann gilt fur jede holomorphe Funktion [ auf U:

éf(z)dz*:()

Insbesondere gilt dies fir den Rand von U also:

_?gu f(2)dz=0

Definition 3.10. Sei U c C ein einfach zusammenhéngendes Gebiet und f : Ux{z} - C

eine holomorphe Funktion mit einer isolierten Singularitit in zo € U. Dann ist das
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Residuum von f in zy definiert als

res., f = = ygU f(2)dz

211

Theorem 3.11. Integralformel von Cauchy
Sei D ¢ C offen und f : D — C eine holomorphe Funktion auf D. Fir jeden Punkt a € D

sei U die Kreisscheibe

U=U(a)={z||z—a|<r}cD

komplett in D gelegen. Dann gilt fiur alle z € U

b f(z
fz0) = 2w Jou z—zodz
s, 10

)

Dabei ist der Rand von U der positiv orientierte Kreis

~v:[0,2r] — C

t — a+r-e

Theorem 3.12. Theorem von Liouville

FEine beschrankte, holomorphe Funktion auf C ist konstant.

Beweis. Zum Beweis wenden wir die Integralformel von Cauchy auf die Ableitung der

Funktion an.

T Oy S PN

dz 2mi

Dc(z) S—Z

1

_ —|§1§ 1) g
21 Jop.(z) (s—2)?
21 Jop,(z) (s—2)?
da|f(s)[<C
1

= —~27T7”'g
27 72

- 0 furr - oo

Also ist die Funktion f konstant. n

Korollar 3.13. Fundamentalsatz der Algebra
Jedes Polynom p(z) € C[z] mit grad(p) > 1 hat eine Nullstelle.
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Beweis. Angenommen p(2) hiitte keine Nullstelle, dann ist ~ eine holomorphe Funk-
tion auf C. Wegen

lin|1i|nf |p(2)]= o0

gibt es ein r € R, so dass |p(0)] < |p(z)| fir alle |z]| > r. Auf der kompakten Kreiss-
cheibe U,(0) nimmt die stetige Funktion |p(z)| ihr Minimum C = |p(z)| an. Somit
ist die Funktion ]ﬁ durch min{ | ﬁ |, ||} nach oben beschrinkt. Nach dem Satz
von Liouville ist ﬁ und damit auch p(z) konstant im Widerspruch zur Voraussetzung
grad(p) > 1. O

Definition 3.14. Die Ordnung einer meromorphen Funktion f:U — C an einer Null-
oder Polstelle z ist definiert durch:

keN falls z eine Nullstelle k-ter Ordnung ist
-k e N falls z eine Polstelle k-ter Ordnung ist

ord,(f) = {

Damit kann nun ein Integral angegeben werden, das die Null- und Polstellen einer

meromorphen Funktion zahlt.

Theorem 3.15. Sei f: U — C eine meromorphe Funktion, N die Menge Nullstellen
und P die Menge der Polstellen von f in U. Dann gilt:

ngUaLf(z)dz: Z ord,(f)

2mi 2eNUP

Dabei bezeichnet 0% die logarithmische Ableitung.

Beweis. Fiir jede Null- oder Polstelle z € N u P kann die Funktion f geschrieben werden

als:
f(s)=(s=2)" - g.(s)
Dabei ist k, = ord,(f) und g, eine holomorphe Funktion mit g.(z) # 0. Die logarith-

mische Ableitung ergibt sich daraus zu

% (ln(s — z)k= -gz(s))

T AC),

s—z  g.(s)

0" f(z)

Die Randkurve von U kann durch Stege zu kleinen Kreisen um die Null- und Polstellen
erweitert werden. Da die Stege zweimal in verschiedenen Richtungen durchlaufen wer-

den, heben sich deren Beitrage zum Randintegral weg. Das Randintegral ergibt sich
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dann zu:

_ BRI
ygU aLf(S) ds = zeNZup ygDe(z) (kz s§—-z " 9-(s) ) o
Z 2mi -k,

zeNUP

2mi Y. ord.(f)

zeNUP

9:(s)

) liefern keinen Beitrag. O

Denn die holomorphen Funktionen

Der Satz von Liouville kann insbesondere auf elliptische Funktionen angewendet wer-

den.

Theorem 3.16. Sdatze von Liouville fur elliptische Funktionen

(1) Fine elliptische Funktion ohne Polstellen ist konstant.
(2) Eine elliptische Funktion ohne Nullstellen ist konstant.

(3) Fiir eine elliptische Funktion f ohne Null- oder Polstellen auf dem Rand einer
Fundamental-Masche M qilt:

faM F(s)ds=0

Anmerkung: Da es innerhalb einer Fundamental-Masche nur endlich viele Pol-
stellen gibt, kann man durch eine kleine Verschiebung immer eine Fundamental-
Masche finden, auf deren Rand sich keine Polstellen befinden.

(4) Fir eine elliptische Funktion f ohne Null- oder Polstellen auf dem Rand einer
Fundamental-Masche M gilt:

Z res,(f)=0

zeM

(5) Fir eine elliptische Funktion f ohne Null- oder Polstellen auf dem Rand einer
Fundamental-Masche M stimmt die Zahl der Nullstellen (N) mit der Zahl der
Polstellen (P) tberein.

>, ord(f)= ) ord.(f)

zeNNM zePnM
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(6) Fiir eine elliptische Funktion f ohne Null- oder Polstellen auf dem Rand einer
Fundamental-Masche M gilt

> ord.(f)=0

zeM

(7) Eine elliptische Funktion f, die nicht konstant ist, hat mindestens zwei Pole (mit
ihrer Ordnung gezdhlt) in jeder Fundamental-Masche.

Beweis.

ad (1) Da eine Fundamental-Masche M einer elliptischen Funktion f kompakt ist, ist f
auf M beschriankt. Wegen der Periodizitat folgt die Beschrankung auch fiir ganz
C und damit nach dem Satz von Liouville die Konstanz von f.

ad (2) Wenn f keine Nullstellen hat, dann hat % keine Polstellen und ist nach Aussage
(1) konstant.

ad (3) Die Funktionswerte einer elliptischen Funktion f stimmen auf gegentiber liegen-
den Seiten einer Fundamental-Masche iiberein. Gegentiber liegende Seiten werden
beim Randintegral in entgegengesetzten Richtungen durchlaufen. Daher heben

sich deren Beitrage auf und das Randintegral ist Null.

5éM f(s)ds=0

ad (4) Nach Definition des Residuums

1
res,, f = " ng f(s)ds

folgt die Aussage direkt aus (3).

ad (5) Mit einer elliptischen Funktion f sind auch die Funktionen f’ und 9% f = f7/ ellip-
tisch. Nach Theorem [3.15] zahlt das Integral

legMﬁLf(z)dz: > ord.(f)

2mi Jo zeNUP

in einer Fundamental-Masche M die Anzahl der Null- und Polstellen in ihrer jew-

eiligen Ordnung. Nach Aussage (4) ist dieses Randintegral Null.

ad (6) Die Aussage folgt direkt aus Aussagen (4) und (5).
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ad (7) Da das Residuum einer einfachen Polstelle nicht Null ist, folgt die Aussage direkt
aus Aussage (4).

]

Definition 3.17. Fiir eine elliptische Funktion f auf dem Gitter A ist die Ordnung

definiert durch die Anzahl der Nullstellen von f in einer Fundamental-Masche.

Ord(f)= ), ord.(f)

zeNNM

Nach obigem Theorem ist die Ordnung von f auch die Anzahl der Polstellen in einer

Fundamental-Masche.

Bemerkung 3.18. Es gibt elliptische Funktionen mit zwei einfachen Polen. Diese
gehoren zur Familie der Jacobischen elliptischen Funktionen.

Die Weierstrafische p-Funktion hat nach Definition einen Pol zweiter Ordnung
und ist damit eine elliptische Funktion mit kleinstmoglicher Ordnung. Sie ist auch die
”Urmutter” aller ellptischen Funktion wie wir spéter erlautern werden. Als meromorphe
Funktion kann g durch eine Laurent Reihe dargestellt werden. Dazu benotigen wird den

Begriff der Eisenstein-Reihen.

3.2 Eisenstein-Reihen
Definition 3.19. In einem Gitter A sind die Eisenstein-Reihen definiert durch

G, = Z = fir n >3

weAN{0} w"
Proposition 3.20. Die Eisenstein-Rethen G,, konvergieren absolut fir n > 3.

Beweis. Wie im Beweis der Konvergenz der Ableitungen der Weierstra3schen p-Funktion
in Theorem vergroflern wir eine Fundamental-Masche um den Ursprung zu Paral-
lelogrammen F,,,. Auf den 8m Gitterpunkten des Parallelogramms w € P,, n A gilt die
Abschatzung

|w|2m-min{|w |,|we |} =m-7
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Damit kann die Eisenstein-Reihe G, fiir n > 3 wie folgt abgeschatzt werden:

1

|
M8
g

wehoy Wl m=1wePmnA |W|"

IN
Mg 3

m=1

8 1
I -1

ooy mt

Fiir n > 3 ist also eine konvergente Majorante gefunden und die Eisenstein-Reihe absolut

konvergent. O
Proposition 3.21. Fisenstein-Reihen Gaorqx mit ungeradem Index sind Null.

Beweis. Wir rechnen:

1
2:Gopr = 2- ), —
weA\{O}w
1 1

= ) kil 2%+1

weAN{0} w weAN{0} (_w)
- (- )

welf 0} w2k+1 w2k+1
= 0

Theorem 3.22. Die Laurent-Reihe fiir die Weierstrafische p-Funktion lautet:
1 - 2n
p(2) = ;+ Z (2n+1)-Gopyo- 2
n=1

Beweis. Fiir |z| < |w]| ist |£| <1 und folgende geometrische Reihen sind konvergent:

I )

2" = gl
n o _ 1 _

N s

n=1 W
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Die Addition dieser beiden Reihen ergibt:

2 , 1

(1-22 (-2
1

(a-2¢"
2L 1

w <(Z—CU)2 w2)

-1

sy

Dies setzen wir nun umgekehrt in die Formel fiir die Weierstrafische p-Funktion ein:

2 Y ()

weA~N{0} (’Z _W)Q w?

> (H3menE))

weAN{0} n=1

1
p(z) =
z
1
2"
1 i 1
= ;4‘;(77,4‘1)2 Z m

weA~{0} W

1 (o]
= —2+Z:1(n+1)~Gn+2-z"

z

1 (o]
= §+ Z(2]€+1)'G2k+2'22k
k=1

Denn die Eisenstein-Reihen mit ungeradem Index sind Null (Goyyq = 0). ]

Die Laurent-Reihe beginnt also mit

1
p(2)==5+3-G4- 2" +5-Gg- 2" +7-Gg- 2"+ -
z

3.3 Differentialgleichung fiir die WeierstraBsche p-Funktion

Theorem 3.23. Fir alle z € C~ A erfillt die Weierstrafische p-Funktion die Differen-
tialgleichung
e%(2)=4-p(2)*-60-G4-p(2) - 140-Gg (DW)

Beweis. Die ersten Summanden der Laurent-Reihe sind
(2)=22+3-Gy-22+5-Gg- 2"+

Daraus ergibt sich
e(2)2=25+9-G4-22+15-Gg +
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Fiir die Ableitung ergibt sich:

e'(2) = -22346--G42+20-Gg- 2>+
p'(2)? 4-276-24.-G4-272-80-Gg + -

Wir betrachten nun die Funktion

f(2) ©'(2)?-4-p(2)3+60-Gy-p(2) +140- G
= 4-279-24-G4-27%-80-Gg + -

~4-275-36-G4-22-60-Gg+ -

+60 -Gy 272 % -
+140G6
= 0+---

Die Funktion f(z) ist holomorph, hat also keine Polstellen und z = 0 ist eine Nullstelle.
Da f(z) elliptisch ist, muss die Funktion nach dem Satz von Liouville konstant Null
sein. [l

Zur Vereinfachung der Schreibweise hat sich die Definition folgender Konstanten bewahrt.

Definition 3.24. Sei A c C ein Gitter. Wir definieren folgende Gitter-Konstanten:

gs = 60'G4= Z w‘4
weAN{0}

g5 = 140-Ge= > w
weAN{0}

und die Diskriminante
A(N) = g5 - 2793

Theorem 3.25. Alle hoheren FEinstein-Reithen Go,, mit m > 4 lassen sich als Polynome

in Gy und Gg mit rationalen Koeffizienten ausdriicken.

Gom € Q[G4, G6]
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Beweis. Zum Beweis wird die Laurent-Reihe der Weierstrafischen gp-Funktion

1 [ee]
p(z) = =t Y (2m+1) - Gopa - 22"
m=1
I 2 - 1
p'(z) = -5+ 2m+1)-2m-Gopiz-2
< m=1
6 o0
p'(2) = —+ Y (2m+1)-2m-(2m=1) - Gopan - 2772
z

in die abgeleitete Differentialgleichung (DW)) eingesetzt.

P? = 4-9°-60-G4-p—140- G
12-p% 0" —60-Gy-p’
6-0°—30-G4

- 2.91_@//

= @”

Nach dem Einsetzen erhalt man

6 00
at Z_l (2m+1)-2m- (2m = 1) - Gopya - 222

= (%+Z 2m + 1) - Gopman - 22 ) -30-Gy
m=1

= %+3 2:Ga+ Y (2m+1)-2m-(2m—1) - Gopag - 2°"72
Z m=2

6- (l+3 G4 z +Z(2m+1) G2m+2 Z ) -30- G4

m=2

= E+3 2. G4+Z(2m+1) 2m - (2m —1) - Goppan - 2272
24

(Z(2m+1) Gomsa - 22™) +6-G4+2-(i(2m+1)-G2m+2-22m_2)

~ m=2

+6- Gy - ( Z (2m +1) - Gopaz - 22™2)) = 30- Gy

m=2

= 6-Ga+ Y (2m+1)-2m-(2m—1) - Gopag - 22

m=2

6-(9-G3-2"+( i (2m+1) - Gamrz-22m) " +6-Gy+2-( i (2m + 1) - Gapnaz - 22™72)
m=2

m=2

|
(=}
—
+
Ne}
Q
.J;
t\z
+

oo

+6 - G4 . ( Z (2m + 1) . G2m+2 . Z2m+2))—30 . G4

m=2
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> 5:4:3-Gg-22+T7-6-5-Gg-2+ Y 2m+1)-2m- (2m—1) - Gapyp - 272

m=4

= 54-GZ-Z4+6-(i(2m+1)-G2m+2-22m)2
m=2

+12-(5-G6-22+7-G8-z4+ Z (2m+1)-G2m+2-z2m*2)

m=4

+36 -Gy - ( i (2m+1)-Gomya- z2m+2)

m=2

= 7~6~5-Gg~z4+Z(2m+1)-2m-(2m—1)-G2m+2-z2m_2
m=4

= (54-G3+12-7-Gg)-z* +6- (Z(i (2r+1) - (2n=2r +1) - Goraz - Goponran) - 2°7)

+12- 3 (2m+1) - Goppao - 22772

m=4
+36 Z (2m + 1) . G4 . G2m+2 . 22m+2
m=2
= 9:8:-7-Gio-2°+ ), (2m+1)-2m-(2m—1) - Gopaz - 2°™ 2

m=>5

oo m-3
= (3G2—7G8)Z4+6( Z (Z (2r+1)-(2m—27’—1)-G2r+2-G2m_2r)-22m72)

m=>5 r=2

+(12-9-G19+36-5- Gy Gg) - 2°

+ Z (12-(2m +1) - Gopso + 36+ (2m = 3) - Gy - Gapnz) - 2272

= Z (2m+1)-2m-(2m —1) - Gopyo - 222

m=5

= (3 G -7 Gg) Z
+((12:9-9-8-7) - G19+36-5- G4+ Gg) - 2°

m-3

+( 25 (6( Z; (2r+1)- (2m = 2r 1) - Gorea - Gom-ar)

+12- (2m +1) - Gopmaz + 36 - (2m = 3) - Gy - Goppa) - 2272

Die Beitrage von =, 2%, 22 fallen weg und die Sonderfélle z*, 2% ergeben:

3
ng?Gi

5
Gio =17 Ga- G

Fir m > 5 ergibt sich durch Koeffizientenvergleich folgende Rekursionsformel fiir die
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Eisenstein-Reihen

m—3
(2m+1)-(2m-(2m=1)-12)-Gomsa = 6 ( Y. (2r+1)-(2m=2r-1)-Garso-Gam-2,)+36 - (2m — 3) - G4 - Gopo
r=2

Der unterstrichene Term kann als erster und letzter Summand in die Summe gezogen

werden. Gekiirzt und mit m-(2m-1)—-6 = (m-2)-(2m+3) ergibt sich die Rekursionsformel

m-—2

(2m+1)-(m=2)-(2m+3)-Gopmra=3 > (2r+1)-(2m=2r —1) - Garsz - Gopmor
r=1

Die Eisenstein-Reihen auf der linken Seite haben stets eine hoheren Index als die Eisenstein-
Reihen in der Summe auf der rechten Seite. Also lassen sich alle Eisenstein-Reihen
Gomo fiir m > 4 durch rationale Polynome aus Eisenstein-Reihen mit kleinerem Index

ausdriicken. N

Die Formeln fir die weiteren Eisenstein-Reihen ab G5 lauten:

mit Gg = ;Gi

1
E(18-G§+25-G§)

= G12

m=6 = 13415G14

3.(3:9-G4-Gro+5-7T-Gg-Gg+7-5-Gg-Gg+9-3-Gio- Ga)
mit GgZ%GZ

und GlU:ﬁGll G6
30
= Gu = ESGZ'Gﬁ

m=7 = 15517G16 = 3(311G4G12+59G6G10
+7'7'G§+9'5'G10'G6+11'3'G12'G4)
mit G8:§G421
7
D
und GlOZﬁG4'G6

1
und G5 = m(l&Gi +25-G2)

1
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Diese konnen auch mit folgender sagemath Prozedur bestétigt werden.

var(’z’)
var(’G4’,°G6’,°G8”,°G10’,°G12’,°G14°,°G16°,°G18’)

wp(z) =1/ 2°2+ 3 % G4 x2z"2+5x%G6 *x2z2"4+7 %G8 x z"6
wp(z) = wp(z) + 9 * G10 * z°8 + 11 % G12 x z710 + 13 * G14 * z"12
wp(z) = wp(z) + 15 * G16 * z"14 + 17 * G18 x z"16

wpl = wp.diff(z)

wp2 = wpl.diff(z)

fe(z) = wp2(z) - 6 * wp(z) * wp(z) + 30 *x G4
fe.simplify_full()

Theorem 3.26. Sei A € C ein Gitter, dann ist jede elliptische Funktion ein rationaler

Ausdruck der Weierstraf$schen @-Funktion und threr Ableitung. In Formeln:

C(A) =C(p,p')

Beweis. Sei f(z) € C(A) eine elliptische Funktion. Es geniigt, die Aussage des Satzes
fiir gerade, elliptische Funktionen zu beweisen. Denn jede Funktion kann in die Summe

einer geraden und einer ungeraden Funktion zerlegt werden.
f(z)

1
9(2) = S(f(2) +f(=2))

u(z) = 3(f() - F(-2))

g(z) +u(z) mit

Fiir ungerade Funktionen u(z) ist p’(2) - u(z) eine gerade Funktion und nach Division
durch p’(z) hat u(z) die gewiinschte Darstellung als rationaler Ausdruck der Weier-
straBschen g-Funktion und ihrer Ableitung.

Sei also f eine gerade, elliptische Funktion. Dann gilt fiir die Ordnungen:
Ord,(f)=0rd_,(f) firalle zeC

Wir zeigen nun, dass die Ordnung von f in jedem Punkt w € C mit 2-w € A eine gerade
Zahl oder 0 ist. Es gilt namlich fiir alle Ableitungen von f:

fO(2) = (-1)'f@(-2) fiir alle ze C und fiir alle i e N

Fiir ungerade 4 € N und w = —w mod A folgt aus fO(w) = —f®(~w) = - f®(w), dass
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f@(w) =0 ist. Also gilt:
2we N = Ord,(f)ec2Z

Sei nun D ein Fundamental-Parallelogramm. In D definieren wir die Halfte H, so dass
D =Hu-H gilt. In den Punkten w € H definieren wir mithilfe der Ordnungen von f:

| Ordy(f) fir w+#-w mod A
v 10rd,(f) fir w=-w mod A

Nun betrachten wir die elliptische Funktion

9(z)= T (p(2)-p(w))™

weH~{0}

Da in H ~ {0} keine Gitterpunkte liegen, gilt p(w) # oco. Die meisten Faktoren sind
1, da n, = 0 fir die meisten w gilt. Denn g ist eine meromorphe Funktion. Nun
vergleichen wir die Polstellen und Nullstellen von f und g. In H haben die Faktoren
(p(2) —p(w)) genau eine 2-fache Polstelle in z = 0. Also haben sie 2 einfache Nullstellen
in D=Hu(-H). Diese sind z; = w, zo = —w. Aufler fiir z = w = 0 haben also g(z) und
f(z) die gleichen Polstellen und Nullstellen mit denselben Ordnungen. Nun wenden wir
Satz an, nach dem gilt:

> Ord,(elliptische Funktion) = 0
weC/A

Es folgt, dass ¢g(z) und f(z) auch dieselbe Ordnung in z = w = 0 haben und dass ’gc 8 eine

holomorphe Funktion ohne Nullstellen also konstant ist. Daher kann f(z) als rationale

Funktion der Weierstrafischen g-Funktion dargestellt werden:

f(2)=cg(z)=c ] (p(2)-p(w))™

weH~{0}
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3.4 Halbwerte der WeierstraBschen p-Funktion

Definition 3.27. Sei A = wy - Z + wy - Z ein Gitter in C und g, die Weierstrafische
p-Funktion des Gitters. Dann sind die Halbwerte der p-Funktion definiert durch:

er = @(%)
e = p(F)
5 = @(Wl;‘WQ)

Theorem 3.28. Die Halbwerte der Weierstraffischen p-Funktion sind verschiedene Null-
stellen des Polynoms f(y) =4-y3—ga-y — gs. Das heisst, es gilt:

1-p(2)° - g2p(2) g5 =4 (p(2) —e1) - (p(2) —€2) - (p(2) — €3)
Dabei sind gy und g4 die Gitter-Konstanten von A.

Beweis. Sei {wy, wy } ¢ A eine Basis des Gitters A und w3 = wy +wy. Da p’(2) ungerade
und elliptisch ist, gilt fiir i€ {1, 2,3}

A wi ! wi /
© (3) = —p (—E) da p’ ungerade
= —p'(w; - %) da ' periodisch
1 Wi
= 0 (3)
1 Wi

Nun setzen wir y = (%) in das Polynom f ein.

fe(5) = 49(5)" ~ga0(5) ~ s
0'(5)
0

Die Nullstellen des Polynoms f sind also {p(%), (%), (%) }.
Nun muss noch gezeigt werden, dass diese 3 Nullstellen paarweise verschieden sind.

Dazu betrachten wir die Funktion

91(2)=p(2) ()
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Die Funktion g¢i(z) ist wie die WeierstraBBsche p-Funktion elliptisch und gerade, hat
genau eine Nullstelle fiir z = <5+ und eine zweifache Polstelle fiir z = 0 und keine weitere
Polstelle. Wie im Beweis zu Satz [3.16] gezeigt, gilt fir alle w mit 2-w e A

ord,(q1)€2-Z
Daher muss die Ordnung der Nullstelle von g(z) in % gerade sein.

Wir betrachten nun die Funktion g(z) in einer verschobenen Fundamental-Masche

3 3
M:(JJ1'Z—ZW1+CL]2'Z_ZQ}2

In dieser Fundamental-Masche liegen die Punkte

0 e M
M
e M
M

Da g1(z) eine zweifache Polstelle in z = 0 und eine Nullstelle mit gerader Ordnung in
z = < hat, muss diese Nullstelle genau die Ordnung 2 haben, denn nach Satz gilt

YozeM Osz(g) = 0.
Wire nun p () = p(%¢) dann gilte

7(5) = o(5)-e(F)
p(5) -0 (5
0

im Widerspruch dazu, dass g;(z) keine weitere Nullstelle neben z = % haben kann.
Analoge Betrachtungen mit go(2) = p(2) — (%) und g3(z) = p(2) - p(%) zeigen, dass
die Halbwerte e; = p(%), €2 = p(%2) und e3 = p(%) paarweise verschieden sind. O

Korollar 3.29. Die Diskriminante eines Gitters A mit den Gitter-Konstanten g und
g3 ist nicht Null.
A(N)=g5-27-9g5+0

Beweis. Das Polynom
fW)=4-9v"-g2-y-g
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hat nach obigem Theorem 3 verschiedene Nullstellen. Daher ist die Diskriminante g5 —
27-g2 % 0. O

3.5 Namensgebung elliptische Funktionen

In diesem Abschnitt wird erlautert, wie die elliptischen Funktionen ihren Namen beka-
men. Dieser geht auf die Berechnung der Bogenlédnge auf einer Ellipse aus. Der Ein-
fachheit halber sei eine Halbachse der Ellipse 1 und die andere mit a bezeichnet. Dann

lautet die Gleichung der Ellipse mit dem Ursprung als Mittelpunkt:
2
2., Y _
xr~ + E =1

Da es anders als beim Kreis keine rationale Parametrisierung gibt, verwenden wir hier

eine Parametrisierung mit dem Ursprungswinkel ¢:

z(p) = cos(yp)
y(p) sin(y)

Die Bogenlange von 0 bis ¢y berechnet sich dann zu:

©
Ly = fox/:v’2+y’2dgo
0
©
f ’ \/sin2(<p) +a?-cos?(p)dp
0

Mit der Substitution

u = sin(yp)
d
ﬁ = cos(y)
du
d =
4 1—wu?

erhalten wir

u _ 2. ,,2
:/0 lk:u)du
0
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Dabei ist

1
2 _
k —1—§£1

der elliptische Modul. Dies ist ein elliptisches Integral 2. Art. Fiir a = 1 oder k£ =0

erhalt man einen Kreis K und fiir die Bogenléange gibt es eine Stammfunktion.

uo 1
Ly = f du
" 0 V1-u?

arcsin(ug)

Definition 3.30. Die vollstandigen elliptischen Integrale erster, zweiter und dritter Art

lauten:

1. Art  K(k)=

1 1
h S ama

1 [1 k2.2
2. Art  E(k) = f\/%dz
0 -z
! 1

2. Art II(n,k) = /(; (1—n-22)-\/(1—z2)-(1—k2-z2dz

Dabei ist der elliptische Modul 0 < k < 1.
Allgemein gilt die Aussage:

Theorem 3.31. Sei p(z) ein Polynom und r(z,A/p(2)) eine rationale Funktion. Wenn
deg(p) < 2 ist, dann hat das Integral

f r(z, \/@) dz

eine Stammfunktion, die durch inverse trigonometrische Funktionen gebildet werden
kann.

Wenn deg(p) = 3 oder deg(p) =4 ist, dann hat das Integral

f r(z, \/M) dz

eine Stammfunktion, die durch inverse elliptische Funktionen gebildet werden kann.

4 Gewohnliche Differentialgleichungen

Bevor wir uns einer weiteren Klasse spezieller Funktion, den hypergeometrischen Funk-

tionen, zuwenden, betrachten wir zunachst die wichtigsten Ergebnisse aus dem Ge-
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biet der Differentialgleichungen. Denn hypergeometrische Funktionen sind Losungen

spezieller Differentialgleichungen.

Definition 4.1. Sei I c R ein Intervall und
Y, Yo : I — R oder C

Funktionen der Variablen ¢ € I sowie yi(k) deren Ableitungen bis zur Ordnung r > n. Ein

System von m Gleichungen fiir die Funktionen y; und deren Ableitungen
Fi(t,y®)=0 firl<i<n,0<k<r,1<j<m

heisst gewohnliches Differentialgleichungssystem oder Ordinary Differential Equations
(ODE).

Dies ist die allgemeinste Form eines gewohnlichen Differentialgleichungssystems. Bei
gewOhnlichen Differentialgleichungssystemen hangen die Funktionen y; nur von einer
Variablen ab.

4.1 Lineare Differentialgleichung der Ordnung r

Eine lineare, inhomogene Differentialgleichung der Ordnung r liegt vor, wenn

1 und
1

n

m

gilt und die Gleichungen F(t,y*)) linear in y*) sind. Mit Funktionen a,(t) und b(t)

erhilt man die Differentialgleichung in der Form

ao(t) -y (1) +ar(t) -y () + @ -y (8) + an(t) -y () = b(1)
Wenn b(t) = 0 gilt, heisst die Gleichung homogen, sonst inhomogen.
4.2 Lineares Differentialgleichungssystem der Ordnung 1
Ein lineares Differentialgleichungssystem der Ordnung 1 liegt vor, wenn

m und

r =1

N
Il
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gilt und die Gleichungen Fj(¢,y;,y!) linear in ¢/ sind. Wenn die Funktion y;(¢) zu einem
Vektor
yi(t)
_ ya(t)
gy =~
yn(1)

zusammengefat werden und die Funktionen a;; : I — R zu einer Matrix

A(t) = (aij(t))lgi,jgn

erhélt man die Differentialgleichung in der Form

y'(t) = A(t) - 5(t) + b(t)
Wenn b(t) = 0 gilt, heisst die Gleichung homogen, sonst inhomogen.

Proposition 4.2. Jedes gewohnliche Differentialgleichungssystem der Ordnung r laft

sich auf ein dquivalentes gewohnliches Differentialgleichungssystem der Ordnung 1 zurickfihren.

Beweis. Wir definieren Hilfsfunktionen

a(t) = wi(t)
w(t) = () =yi(t)
() = () =y (1)

() = 2=y 1)
21 (t) = ya(t)

Zaa(t) = 2l (1) = yh(t)
aa(t) = 2a(t) =450 (1)

(1) = 2 (1) =y ()

(1) = 2 (8) =yl 0 (8)

und fiigen diese Gleichungen den urspriinglichen Differentialgleichungen zu. Ersetzt man
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yi(k) durch 2 und 2], erhalt man die Differentialgleichungen in der Form
ﬁ}(t7Z17Z{) =0
O

Beispiel 4.3. Die lineare Differentialgleichung aus Abschnitt kann wie folgt in ein
lineares Differentialgleichungssystem aus Abschnitt iiberfiihrt werden. Wir setzen

yo(t) = y(t)
yi(t) = y'(t)
w(t) = y@(@)

ya(t) = yUI()

und

Yo(t) \
yi(t)
y(t) = :
yr—Q(t)
Yr-1(t)

sowie

b(t)=| :
0

b(t)

(lo(t)

Dann nimmt die lineare Differentialgleichung

ao(t) -y () + ar(t) -y () + o+ -y () +an(t) - y(t) = b(2)
folgende Form an:

aq (t)

o G’Q(t)
YT T ) Y (1) -

ao(t)

Qr-1 (t) b(t)

(") - : _ab) 20
w® O 0w O @)

y Ba(t) -

Dabei setzen wir ag(t) # 0 voraus, da sonst die Ordnung reduziert wire. Nun fassen wir
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die Koeffizientenfunktionen a;(t) zu einer Matrix zusammen:

1 0
0 0 1 0
A(t) = : : : . :
0 0 0 1
_ar(t) _ar_1(t) _ar_g(t) _al(t) )
ao(t) ao(t) (lo(t) ao (t)

Damit erhalt man die lineare Differentialgleichung in der Form
g'(t) = A(t) - g(t) +b(t)

4.3 Satz von Picard-Lindelof

Der folgende Satz gibt Auskunft iiber die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung des
gewohnlichen Differentialgleichungssystems. Eine Voraussetzung des Satzes ist die Lip-

schitzstetigkeit der Funktion F' in den zweiten Variablen, die wir zunachst definieren.

Definition 4.4. Eine Funktion F': R x R® - R” heisst Lipschitzstetig in den zweiten
Variablen, wenn es eine Konstante L > 0 gibt, so dass fiir alle £ € R und y;,y, € R™ die

Ungleichung
| F(t,y1) = F(t,y2) | < L-[y1 — 2|
gilt.

Die Lipschitzstetigkeit ist eine Verscharfung der Stetigkeit, aber schwécher als Dif-
ferenzierbarkeit.

Theorem 4.5. Satz von Picard-Lindelof
Ein gewohnliches Differentialgleichungssystem 1. Ordnung

¥ =F(y)
mit einer Lipschitzstetigen Funktion

F:D — R DcRxR"
(ty) — F(t9)
besitzt fiir jede Anfangsbedingung y(0) = 3o € D eine eindeutige Losung in einem Teilge-

biet D' € D mit yg e D’
g:D'eR”
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Der Beweis benutzt den Banachschen Fixpunktsatz, der wiederum die Lipschitzstetigkeit

voraussetzt.

4.4 Losung einer linearen Differentialgleichung der Ordnung 1

In diesem Abschnitt leiten wir eine Losung fiir eine lineare Differentialgleichung 1. Ord-
nung aus Abschnitt [£.2] fiir eine Funktion y her. Diese hat die allgemeine Form

y=a-y+b

mit Funktionen

a,b: I —R
Die Anfangsbedingung sei y(0) = yo € R.

(i) Homogener Fall b(t) =0

Wir integrieren die Differentialgleichung

dy
() = =2 = a(t) - y(t
v =2 <o)y
Mit der Stammfunktion a(¢) von a(t) mit a(0) = 0 erhalten wir
y(t) 1 t
/ —dy f a(s)ds
oy 0

In(y(t)) -In(yo) = a(t)
y(t)

a(t)

Yo €

(ii) Inhomogener Fall
Ausgehend von der Losung im homogenen Fall variieren wir die Konstante 1y und

ersetzen diese durch eine Funktion ¢(t).

C(t) . ed(t)

eingesetzt in Differentialgleichung

y(t)

c-e"+c-a-e* = a-c-e®+b
= ¢ = e*b

t ~
= ¢ = y0+[ e “-bds
0

~ t ~
= (1) = O (gor [ e 0(s)ds)

80



Spezielle Funktionen (6. Vorlesung vom 18. Januar 2024) Stephan Klaus

4.5 Losung eines linearen, homogenen

Differentialgleichungssystems 1. Ordnung

Wir fassen die Funktionen (%), -, y,(t) zu einem Vektor zusammen.

y1(t)
y(t) =
Yn(t)

Die (differenzierbaren) Funktionen a;; : I - R fassen wir in einer Matrix zusammen.

A(t) = (aij(t) ) 1<i j<n

Dann hat das Differentialgleichungssystem die Form

y'(t) = A(t) - y(t)

Fiir jede Anfangsbedingung (0) = 7o € R" existiert nach dem Satz von Picard-Lindelof
4.5| eine eindeutige Losung. Die Losungsfunktionen bilden einen Vektorraum L der

Dimension n. Denn fir jedes t € I ist die Abbildung
(G L — R”
gy — i)

ein Isomorphismus. Wenn die Losungsfunktionen gy, -+, 4, fiir ein t; eine Basis in R”
bilden, dann auch fiir alle ¢. Das heisst: wenn die aus den Losungsfunktionen gebildete

verallgemeinerte Wronski-Matrix

(1) = (52 (1), yn(1))

fiir ein ¢y die Determinante det ®(¢y) # 0 besitzt, dann auch fiir alle ¢.

Die Stammfunktion der Matrix A wird komponentenweise gebildet.

AW = [ a)ds
= (At aij(s)ds)1gi,jgn

Die Exponentialfunktion kann auch fiir Matrizen definiert werden.

Definition 4.6. Sei X € C»*" eine komplexe Matrix. Dann ist die Exponentialfunktion
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der Matrix definiert durch

Dabei ist X™ duch die Matrix-Multiplikation definiert.

Wie im 1-dimensionalen Fall konvergiert die Exponentialfunktion auch fiir alle Ma-
trizen X. Bei den Rechenregeln muss man allerdings beachten, dass die Matrix-Multiplikation

nicht kommutativ ist.

Proposition 4.7. Fur die FExponentialfunktion von Matrizen gelten folgende Rechen-
regeln. Dabei bezeichne (0)nxn, eine n x n Matriz mit lauter Nullen und Id, eine Ein-
heitsmatriz mit n Zeilen und Spalten.
(i)
e(o)nxn - Idn

(i)

Xt 6X~s X-(t+s)

€ =€

(iii)

(iv)
eR_lXR — RfleY'R

(v)

deteX =™ 20 = eX¥eGL,(C)

Beweis. Die Rechenregeln (i), (i) und (iv) sind klar.

ad (iii) Die Matrix Multiplikation ist nicht kommutativ. Daher ist die Bedingung [X,Y] =
(0)xn notwendig.

eXtY - ;%(X+Y)”
_ i}% 3 A-A,
n= A;=x oder A;=y
(LS A
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ad (v) Die letzte Rechenregel soll nun erlautert werden. Mithilfe eines Basiswechsels 7'
laBt sich die Matrix X auf Jordansche Normalform bringen.

0 - 0 - 0 - 0
/B R :
0 « 0 - 0 0
0 - 0 0 0
TXT = ok
0 - 0 0 0

Ji

0 - 00 « 0

Mit den Eigenwerten \; hat jeder Jordan Kasten die Form

A 10 0 0 0 0
o A 1.0 0 0 - 0
20 0 : :
=l 20 A b0 Yo 1d, 4 N,

: o 0 e o 0
0O 00 - 0 X 1 0

0 N 1

0 0 XN

Dabei ist j; die Vielfachheit des Eigenwertes A; und N; eine nilpotente Matrix, die
natiirlich mit der Diagonalmatrix A; - Id;, kommutiert. Somit erhalten wir fiir die

Potenzen von J;

Jr= Ny k)N
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und fiir e’

eJZ' — e/\l“ldji +Nl‘

o0

i Z(A?'fdjﬁi/\?_k'(n)wf)
=1 k

n=0

[ee)

n=0 n k=1 k

=0

= €>\i 1]1 +Ni

Wobei Id;, die Einheitsmatrix mit j; Zeilen und NZ eine nilpotente Matrix ist. Da

die Determinante nilpotenter Matrizen Null ist, gilt fiir die Determinante von eX

det X det(T'-eX-T)

= detel 'XT

= det(e"@e”2 @ @e’r)

= det(eM-Idj, + Ny @@ M - Idj, + Ny)
— (6)‘1 )j1 . (€>\2)j2.,,(€)\k )jk

ALJi+A2go+ Ak gk

= [
-1
T (T1XT)

etr(X)

]

Bemerkung 4.8. Die Funktion 7(t) = eA® . 7 ist nur dann eine Losung des linearen,

homogenen Differentialgleichungssystems der Ordnung n

y'(t) = A(t) - y(t)

wenn die Matrizen A(t) und A(t) kommutieren. Das heisst [A(t),fl(t)] = 0. Denn die
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rechte Seite ergibt

7(t) = (A“)-@)’
- (5 pAwY
= (Id, +A(t) +kz_:2 Eﬁ(t)k),-yjo

N|>_x

& Summanden

(AW AQ)-A(1) + A1) - A) - A@)-A0) ++ A0)-A(0) - A )) -

| —

= (A(t )+ i

!
k=2

=

k Faktoren & Faktoren t Faktoren

Dies stimmt nur fiir [A(t), A(t)] =0 mit der rechten Seite tiberein.

A(t) - e gy

= A@t)- (Id, +A(t) + Z

A(t) - y(t)

4 (k- 1)|A(t)k 1)

o0

(A(t)+%(A(t)'A(t)+A(t)~A(t))+l;)W(ZA(t) A1) g0
- (A0 % 4 2 A0 A0

Wir betrachten nun die Struktur und einige Eigenschaften des Losungsraumes eines

linearen, homogenen Differentialgleichungssystems 1. Ordnung.

Definition 4.9. Eine Losungsbasis {#;,---,y,} des linearen, homogenen Differential-

gleichungssystems
y'(t) = A(t) - y(t)

heisst Fundamentalsystem.

Die verallgemeinerte Wronski-Matrix

®(t) = (5:(t) - (1))

wird aus den Spaltenvektoren der Losungsbasis gebildet und heisst Fundamentalmatrix.

Eine Fundamentalmatrix ®(¢) mit den Anfangsbedingungen
®(0) =

heisst Hauptfundamentalmatrix. Die zugehorigen Losungen bilden ein Hauptfundamen-
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talsystem.

Korollar 4.10. FEine Fundamentalmatriz ®(t) genigt der Matriz Differentialgleichung
O'(t) = A(t) - D(t)

Theorem 4.11. Liouvillesche Formel

Sei ®(t) eine Fundamentalmatriz des linearen, homogenen Differentialgleichungssystems
1. Ordnung

y'(t) = A(t) - y(t)
und w(t) = det(®(t)) deren Determinante. Dann gilt

w'(t) = tr (A(t)) ~w(t)

Zu dieser Differentialgleichung der Ordnung 1 haben wir die Losung in Abschnitt
hergeleitet. Also folgt mit der Rechenregel 4.7| (v):

Korollar 4.12. Sei ®(t) eine Fundamentalmatriz des linearen, homogenen Differential-

gleichungssystems 1. Ordnung
y'(t) = At)-y(t)
und w(t) = det(P®(t)) deren Determinante. Zu der Anfangsbedingung wg = w(0) lautet
die Losung der Differentialgleichung
. elo tr(A(s)) ds
0 etr(fot A(s) ds)
IR )

= wp-det (eA(t))

I
g

w(t)

In Proposition haben wir gesehen, dass eine gewohnliche, lineare Differential-
gleichung der Ordnung n in ein lineares Differentialgleichungssystem der Ordnung 1

tiberfiihrt werden kann. Somit erhalten wir als weitere Folgerung:

Korollar 4.13. Satz von Abel
Sei

ao(t) -y () + ar () -y () + o+ @y (1) + an(t) - y(t) = 0
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eine lineare, homogene Differentialgleichung der Ordnung n und

Y1 Yn

! e !/

w(t) = det y} . y"
n—-1 n—-1

S )

die Wronski-Determinante einer Losung. Dann erfillt w(t) die Differentialgleichung

Cll(t) W
ag(t) (t)

w'(t) = -

mit der Losung
_rt a(s) d
w(t) =wy-e 0 w® ¥

5 Hypergeometrische Funktionen

Wir gehen von einer Reihe
[ee]
2, Cn
n=0
aus.
Diese heisst arithmetisch, wenn es eine Zahl a gibt, so dass

also ¢, = ¢c+n-a

gilt. Wird damit eine Potenzreihe gebildet, ergibt sich

oo
ch-t"
n=0

o0 o0
Co Zt” +az n-t"
n=0 n=0

N——
=(1-t)~t

o0

(co-a)-(1-t)"+a) (n+1)-t"
n=0 ~Y———~
=%tn+1

(Co—a)'(l—t)_l-i-a‘%( i::otm—l)

- (- (- v G107 - 1)
= (cw-a)-(1-t) " +a-(1-t)7
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Die Reihe heisst geometrisch, wenn es eine Zahl a gibt, so dass

Cn+1 = A-Cp

also ¢, = cy-a”
gilt. Wird damit eine Potenzreihe gebildet, ergibt sich

Yo t" = oy (a-t)"
n=0 n=0
co-(1-a-t)™*!

Die hypergeometrischen Reihen sind eine Verallgemeinerung. Hier wird der nachfol-
gende Summand durch Multiplikation des vorhergehenden Summanden mit einer ratio-
nalen Funktion R(n) gebildet.

cni1 = R(n) ¢,

Schreibt man die rationale Funktion als Quotient zweier Polynome a(x) mit Grad
deg(a) = p und b(z) mit Grad deg(b) = ¢, erhdlt man:

a(z)

b(x)

.. (a1 + ) (ag +x)-(a, + x)
(b1 +x) - (by+x)-(by + )

R(x)

Dabei sind a4, as, -+, a, € C die negativen Nullstellen des Polynoms a(x) und by, be, -, b, €
C die negativen Nullstellen des Polynoms b(x). Nach einer eventuellen Umnormierung

der Variablen kann ¢ = 1 angenommen werden. Fiir die Summanden ¢, ergibt sich

R(n-1)-R(n-2)---R(0)
(al)n,'(GQ)n'”(ap)n
(bl)n'(bQ)n'"(bq)n

mit dem Pochhammer Symbol (siche Definition

Cn

(a)n

a-(a+1)-(a+2)(a+n-1)
I'(a+n)
['(a)

Aus historischen Griinden wird by,1 = 1 gesetzt, was (by11), = n! zur Folge hat.

Damit konnen hypergeometrische Funktionen nun wie folgt definiert werden.

38



Spezielle Funktionen (7. Vorlesung vom 25. Januar 2024) Stephan Klaus

Definition 5.1. Hypergeometrische Funktion

Seien aq,as, -, a, € C sowie by, by, ,b, € C~ -N. Dann ist eine hypergeometrische
Funktion definiert durch

(a1)n - (a2)n(ap)n t"
Z (01)n - (b2)n - (bg)n m!

qu(ab a2, Ap, b17 627 Y bq7 t)

Bemerkung 5.2. Wenn eine der Zahlen a; € —N eine negative natiirliche Zahl ist, dann
bricht die Summe ab und man erhélt ein Polynom. Die interessanten hypergeometrischen

Funktion erhalt man fir a; ¢ -N
Bemerkung 5.3. Die Reihenfolge der Zahlen a; und b; spielt keine Rolle.

Bemerkung 5.4. Wenn eine der Zahlen a; mit einer der Zahlen b; iibereinstimmt,
kiirzen die sich weg. Daher setzen wir im folgenden voraus, dass keine der Zahlen a; mit

einer der Zahlen b; iibereinstimmt.

5.1 Konvergenz von Hypergeometrischen Funktionen

Proposition 5.5. Eine hypergeometrische Funktion

(a1)n - (a2)n (ap)n 3k
iD= 2 G e

qu(ab a2, Ap, b17 b27 '

i1st konvergent fir ¢+ 1> p.
Sie ist divergent fur q+1 < p.
Fiur g+ 1 =p besitzt die hypergeometrische Funktion den Konvergenzradius p = 1.

Beweis. Mit dem Quotientenkriterium folgt

Cn+l (1) n+1 - (a2)ne1(ap)ne1 '(bl)n'(bQ)n"'(bq)n'n!
Cn (01)ns1 - (b2)ns1+(bg)nsr - (n+ 1)1 (a1)n - (a2)n+(ap)n
(ar+n+1)-(ag+n+1)-(a,+n+1)
(bi+n+1)-(bg+n+1)-(byj+n+1)-(n+1)
wrt D) -GHE+D-(GE+ D)
(1) (22 + 1) (n+1 +1)-(n+1)at-r
0 falls g+1>p

- 1 falls g+1=p fiir n - oo

oo falls g+1<p
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5.2 Hypergeometrische Differentialgleichung

Hypergeometrische Funktionen sind durch durch eine Differentialgleichung gekennzeichnet.

Zur Abkiirzung verwenden wir folgenden Differential-Operator

d
D=t— DO
o (DO)
Dieser hat die Eigenschaft
Dt"=n-t"

Theorem 5.6. Eine Potenzreihe
f@)=> ¢p-t" mitco=1
n=0

ist genau dann eine hypergeometrische Funktion, wenn es Zahlen ai,as,---, a, € C sowie

bi,b2,++,by € C\ =N und einen Differential-Operator

d 4 p
L=—T[(D+b-1)-T](D+ax)

dt ;1 k=1

gibt, so dass
Lf=0
qgilt.

Beweis. Wir betrachten vorab die Wirkung des Differential-Operators (D + a) auf eine

Potenzreihe.

(D +a) f(t) - §(n+a)-cn-t”

Somit erhélt man fiir den zweiten Summanden des Differential-Operators L

P o p
([TD+an) f(&) =2 [T(ax+n) ¢, t"
k=1 n=0 k=1
Fiir den ersten Summanden ergibt sich

(ﬁ(bj+n—1)-cn-t")

=1

I
L0e
SIS

(5 [1D+1-1) 10

M3

q
n[[;+n-1)-c,-t""
7=1

3
1
—_

(n+1) li[(bj+n)-cn+1-t"

J=1

M8

3
Il
o
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Die Potenzreihe f erfiillt nun genau dann die Differentialgleichung L f = 0, wenn diese
beiden Summanden gleich sind. Durch Koeffizientenvergleich ergibt sich folgende Rekur-

sionsformel fur ¢,,,1:

0
(n+1) 12[ (bj+n)-cpn
j=1
[Ty (ax +n)

T T DL, ()
[T, (ag +n)-(ap+n-1) »
(n+1)-nT%, (bj+n) (bj+n-1) "

szl (ak)nﬂ
(n + 1)! H;1'=1 (bj)n+1

Ly
< ﬁ(ak+n)-cn
k=1

Dabei wurde die Voraussetzung cy = 1 verwendet. O]

Bemerkung 5.7. Der in Theorem [5.6] definierte Differential-Operator L fithrt auf eine
gewohnliche Differentialgleichung fiir f mit der Ordnung

r=max{p,q+1}

Durch hypergeometrische Funktionen lassen sich auch manche elementare Funktionen

darstellen wie die folgenden Beispiele zeigen.

Beispiel 5.8. e-Funktion

o0 tn

OFO(Ht) Z_:et
Der zugehorige Differential-Operator lautet:

d
L=--1
dt

Beispiel 5.9. Binomial-Reihe

wnn

1Folasst) = Z =(1-t)™
Der zugehorige Differential-Operator lautet:
d
=t ——a=(1-t)-— -
i tames g
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Beispiel 5.10. Cosinus-Funktion

1t < 1 1, t
F - e — — (__\n
) t2n
- -1)".
200" Gy
= cos(t)
Beispiel 5.11. Logarithmus
=n!=T"(1+n)
—
= (1)n (1)n 1
Fi(1,1;2;-t) = —(-t)"
2 1( ) Ly 4y ) nZ:;] (2)n ’I’L'( )
—
=G =(14n) T (14n)
o0 1 n
B Z 1+ (=)
n=0 n
1
= —In(1+¢)

t
Der zugehorige Differential-Operator ist:
Le(et)-(+t) L a4y
- dt? dt
5.3 GauBsche Hypergeometrische Funktionen

Die Darstellung der Logarithmus-Funktion als hypergeometrische Funktion gehort der
Klasse der Gaufschen hypergeometrischen Funktionen an, die eigentlich auf Euler zuriickgeht.

Definition 5.12. Die Gaufischen hypergeometrischen Funktionen sind definiert durch

o _ — (a)n(b)n " .
QFl(a’b’C’t)_r;)TE mit ¢+ 0

Bemerkung 5.13. Nach Definition und der Konvention (a)o = 1 fiir das Pochhammer
Symbol ist der Funktionswert aller Gaufschen hypergeometrischen Funktionen an der

Stelle 0
2Fi(a,b;¢;0) =1
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Beispiel 5.14. Fiir a =1 und b = ¢ erhalten wir

= n!(b), tm
Fi(1,b;b;t) = —
2 1( sy Uy Yy ) 7;) (b)n ’I’L'

> e
n=0

L+t+t2+83+

also die geometrische Reihe. Dies erklart den Namen fiir die hypergeometrischen Funk-

tionen.

Proposition 5.15. Der Differential-Operator einer Gaufischen hypergeometrischen Funk-
tion lautet:

Lape=t-(1-1)- +(c—(a+b+1) t)- ——a b (Lape)

dt2
Beweis. Nach Theorem [5.6ist der hypergeometrischen Funktlon o Fi(a,b; c;t) folgender

Differential-Operator zugeordnet:
d
Labc: %(D+C—1)_(D+a)'(D+b)

Angewendet auf die Funktion f ergibt sich:

L f = —(t 4 ey io@ d+a)( d+b)f
= (t ff+(e=-1)-f)- (t (t —f) (a+b)-t-f'+a-b-f)

= tf”+f +(c-1)- f—t (t fY-(a+b)-t-f'—a-b-f
= t-f"rec-fl -t f -2 " (a+b) t-f'—a-b-f
t-(1=t)-f"+(c=(a+b+1)-t)-f'—a-b-f

]

Korollar 5.16. Gaufsche hypergeometrische Funktionen y sind somit Ldsungen der

gewohnlichen Differentialgleichung zweiter Ordnung
t-(1-t)-y"+(c-(a+b+1)-t)-y —a-b-y=0 (G2D)

Die Differentialgleichung hat singuldre Stellen beit =0, t =1 und t = oo

Bemerkung 5.17. Die Differentialgleichung (G2D)) hat nach Abschnitt einen 2-

dimensionalen Losungsraum. Wenn y, die zweite Losung neben y; = F'(a,b;c;t) ist,
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dann erfullt die Wronski-Determinante

w = det y} y?
Y1 Ys

nach dem Satz von Abel die Differentialgleichung

c—(a+b+1)-t

t-(1-1)

Wir wollen nun die zweite Losung der Differentialgleichung (G2D)) bestimmen. Wir

werden den hypergeometrischen Differential-Operator Ly, so umformen, dass die Losungen

w' = -

erhalten bleiben und die zweite Losung direkt daraus abgelesen werden kann. Dazu leiten
wir noch einige niitzliche FEigenschaften von Gaufischen hypergeometrischen Funktionen

und dem Differential-Operator her.

Proposition 5.18. Die Ableitung einer Gaufischen hypergeometrischen Funktion F(a,b;c;t)
st gegeben durch:

iF(a,b;c;t)za—bF(a+1,b+1;c+1;t)
dt c

Beweis. Fiir das Pochhammer Symbol gilt die Formel

a-(a+1)-(a+2)-(a+n-1)-(a+n)
a-(a+1),

(@)ns1

Dies wird in die Ableitung der GauBschen hypergeometrischen Funktion eingesetzt.

n=0 (C)n n!

(a)n- (b)n t"!
(©)n (n-1)!

(@)ms1 - (B)ms1 t_m

d o S (a)n - (0)n T
EF(a,b,c,t) = (Z:: )

Il
Mg &=

S
I
—

NG

0 (©)ms1 m!
~ S (a+ 1)y (b+ 1), tm
B S v S

F(a+1,b+1;c+1;t)

ﬁl%ﬁl%
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Proposition 5.19. Fir den Differential-Operator D =t % gilt
t2 Dt u(t)) = (D +b) u(t)
Beweis. Der Beweis erfolgt durch einfaches Nachrechnen.

oD u(t)) = tPt-(bt" T u(t) + 0/ (t))
t-u'(t)+b-u(t)
(D +b)u(t)

Eine ahnliche Umformung gilt fiir den hypergeometrischen Differential-Operator.

Proposition 5.20. Fir den Differential-Operator L, .. einer Gaufischen hypergeometrischen
Funktion gilt

c-1 1-c _
t La,b;ct = La+lfc,b+1—c;27c

95



Spezielle Funktionen (7. Vorlesung vom 25. Januar 2024) Stephan Klaus

Beweis. Zum Beweis verwenden wir die Formel (Lqd) aus Proposition [5.15]

tc1-(t-(1—t)j—;+(c—(a+b+1)-t)%—a-b)(t1C-u(t))

= tc‘l-(t-(1—t)%((1—c)-t‘c-u(t)+t1‘c-u’(t)))
7 ((e=(a+b+1)-t) - ((L—c) -t u(t) +t7°-u/ (1))
—t b (a- bt u(t))
= (- (-t (-c-(T-c) -t u(t)
+2- (L—c) -t/ (t) +t'¢-u"(1)))
+t (e (T=e) -t u(t) - (a+b+1)-(1-c) -t u(t)
+e -t u' () - (a+b+1)-t*C. u’(t))
—a-b-u(t)
=t (1-t)-u"(t)
+(2-(1-t)-(1-c)+c—(a+b+1)-t)-u(t)

(" Lapet' ™) (u(t))

+(—%-(1—t)-c-(1—c)+%-c-(l—c)—(a+b+1)-(1—c)—a-b)-u(t)
= t-(1-t)-d"(t)
+(2—2-t—2-c+2-c-t+c—(a+b+1)-t)-u’(t)
+(c—c2—a—b—1+a-c+b-c+c—a-b)-u(t)
t-(1-1t)-u"(t)
+(2—c—(a+b+3—2-c)-t)-u’(t)
+(c-(b+1—c)—a-(b+1—c)—b—1+c)-u(t)

= La+1—c,b+1—c;2—c U(t)

Bemerkung 5.21. Fiir ¢ =1 erhalten wir die Tautologie

1-1 1-1
t7 Lapat Lov1-1p+1-1:2-1

= La,b;l = La,b;l

Korollar 5.22. Fir ¢ + 1 ist die zweite Losung einer Gaufischen hypergeometrischen
Differentialgleichung gegeben durch die Funktion

. Fla+1-c,b+1-c;2-c;t)

96



Spezielle Funktionen (7. Vorlesung vom 25. Januar 2024) Stephan Klaus

Beweis. Die Gaufische hypergeometrische Funktion
gp(t)=F(a+1-c,b+1-c;2-c;t)
ist eine Losung der Differentialgleichung
Loii—c br1-ci2-c g2(t) =0
Nach Proposition ist
o) =t go(t) =t - Fla+1-c,b+1-c;2~c;t)

auch eine Losung der Differentialgleichung

La e f2(t) =0

Wir miissen nun noch zeigen, dass die Losungen

fit) = F(a,b;c;t)
und  fo(t) =t Fla+l-c,b+l-c;2-c;t)
— tl—C_QQ(t)

linear unabhéngig sind und den Losungsraum aufspannen. Dazu berechnen wir die

Wronski-Determinante. Der besseren Ubersicht wegen setzen wir

ad = a+l-c
b = b+1-c¢
cd = ¢-2 sowie

i) = Fla+1,b+1;¢c+1;1)
g5(t) = Fla+2-c,b+2-c¢;3-c;t)

Die Ableitungen der Losungsfunktionen lauten nach dann Proposition [5.18]

fi(t)
f2(1)

L0

a'b
(1-c)-t¢ go(t) +t' . "

- g5 (1)

a't’!

e ((L=e) gt~ g3 (t)
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Damit berechnet man die Wronski-Determinante zu

w(t) = fi(t)- f5(t) - fi(1) - fa(t)

o (L) fult) - gut) + £ 20

!/
CI

OB OB NAORA0)

Da alle Gaufischen hypergeometrischen Funktionen an der Stelle 0 den Wert 1 annehmen,
gilt

i 2O

-0 (1-¢)-t=¢
Das heisst, die Wronski-Determinante ist fiir ¢ - 0 asymptotisch dquivalent zu (1-c)-t=¢
und damit in einer Umgebung der 0 ungleich 0. Somit sind die beiden Losungen f; und

f2 linear unabhangig. O]

Theorem 5.23. Die Gaufische hypergeometrische Funktion F(a,b;c;t) hat die nach

Fuler benannte Integraldarstellung
Fla,bicit)=— fl (1= 6) oL (1= st) " ds (EI)
T B(a,c—a) Jo

fiir Re(c) > Re(a) >0. Dabei ist B(x,y) die Fulersche Beta-Funktion.

Beweis. Wir nutzen die Formel fiir die Beta-Funktion aus Theorem [L.§

I'(z)-T'(y)

P =0

und verwenden dies fiir den Quotient Ei)): in der Summe.

(a)n _ C(a+n)-T(c)
(©)n ['(a) -T'(c+n)

I'(a+n) I'(c-a) I'(c)
['(c+n) ['(a)-T'(c-a)
_ B(a+n,c-a)
- B(a,c-a)
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Damit erhalten wir fiir die hypergeometrische Funktion

F(a,b;c;t) =

nach Beispiel [5.9]

I R
io BE;(ZZ-C ;)a) (O)u %
B(a,lc -a) . fol RN nij;) % (eynds

1 1 1
- - . a-l (1 -g)el.(1-5-t)d
B(a,c-a) fo 7 (1=9) (1-s-t)ds

Korollar 5.24. Gaufische hypergeometrische Formel

Der Funktionswert einer Gauf$schen hypergeometrischen Funktion an der Stelle 1 betrdgt

Beweis. Mit Formel

F(a,b;c;1)

[(c) - T'(c—a-b)

Fla,biei ) = 520 Te=p)

aus Theorem erhélt man

1 ! a-1 c-a-1 -b
_ m[o 7L (1-5)e 1 (1-5-1)0ds
_ F(C) ! a—1 c—a—-b-1
"~ I(a)-T(c-a) fo - (1=s) s
= L) -B(a,c—a-
"~ I'(a)-T(c-a) B, )

[(c) - T'(c—a-0)
['(c—a)-T'(c-0)

O

Als einen Spezialfall von Korollar [5.24] ergibt sich die folgende Chu-Vandermonde-

Identitat .

Korollar 5.25. Fir b = —n ergibt sich aus der Gauflschen hypergeometrischen Formel
die Chu-Vandermonde-Identitdt.

() @ e-a)
2, (k)«:)k ©.
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Beweis. Aus der Definition der Gaufischen hypergeometrischen Funktion erhalten wir

F(a,-n;c;1) 5 (@ (1)

k=0 (C)kk"
&, (@ ne(n=D)e(n-k=1)
) kZ:;( % () k!

_ 53(_1)k n\| (a)
k=0 k| (o)
Nach der Gauflschen hypergeometrischen Formel gilt andrerseits

[(c) - T'(c—a+n)
I'(c—a)-T'(c+n)
(c—a),

()n

F(a,-n;c;1)

5.4 Konfluente hypergeometrische Funktionen

Definition 5.26. Die konfluenten hypergeometrischen Funktionen sind definiert durch

M(a,c,t) = 1Fi(aic;t)

= i%t—n mit ¢ ¢ -N

n=0 (C)n n‘

Proposition 5.27. Konfluente hypergeometrische Funktionen sind Losungen der Dif-

ferentialgleichung
t-u"(t)y+(c=t)-u'(t)—a-u(t)=0

Beweis. Nach Theorem [5.6|erfiillt eine konfluente hypergeometrische Funktion M (t) die
Differentialgleichung

LOM(1)) = (% (D+c—1)—(D+a))(M(2)
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Eingesetzt ergibt sich

L(M(t)) D) (M (1)) - ((t% +a))(M(1))

= E(tM'(t)+(c—l)M(t))—tM'(t)—aM(t))
= M/(t) +tM"(t) + (c— 1)M'(t) — tM'(t) — aM(t)

= M) + (c— t)M'(t) - aM(t)

1]
<[
~~
~
|
+
o
|

]

Konfluente hypergeometrische Funktionen heissen auch Kummer-Funktionen 1. Art.

Die zweite Losung der Differentialgleichung sind Kummer-Funktionen 2. Art.

Proposition 5.28. Konfluente hypergeometrische Funktionen haben folgende Integral-
Darstellung

M(a,c,t) = % —/01 s (1-s) ot estds

Proposition 5.29. Konfluente hypergeometrische Funktionen erhalt man aus den Gaujf$schen
hypergeometrischen Funktionen durch Grenziibergang b — oo.
t

M(a,c,t) = l}im 2F1(a, b;c; b

)

6 Bessel- und Zylinder-Funktionen

Die Bessel- und Zylinder-Funktionen spielen eine wichtige Rolle in der Physik, da die
Besselsche Differentialgleichung den radialen Anteil der Laplace-Gleichung bei zylin-
drischer Symmetrie darstellt. Wir leiten hier die Bessel-Funktionen als Losung der
Schwingungsgleichung einer kreisrunden Membran her. Weitere Beispiele fiir das Auftreten
von Bessel-Funktionen sind Schwingungen einer Orgelpfeife, die Ausbreitung von Wasser-
wellen in runden Behéltern, die Warmeleitung in Staben, die Analyse des Frequenzspek-
trums frequenzmodulierter Signale, die Feldverteilung im Querschnitt von Rundhohl-
leitern, die stationaren Zustande von Kastenpotentialen und die Intensitat von Licht-

beugung an kreisformigen Lochern.
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6.1 Schwingungsgleichung einer kreisrunden Membran

Wir betrachten ein Gebiet 2 ¢ R? (Membran) und stellen eine Differentialgleichung fiir

die transversale Auslenkung

u: QxR — R
(v,y,t) +— u(w,y,t)

in Abhangigkeit der Zeit auf. Der Rand des Gebietes €2 soll dabei fest sein. Dies fiihrt
auf die Randbedingung

u(z,y,t) =0 fiir alle (z,y) €0, teR

Mit der horizontalen Ausbreitungsgeschwindigkeit v € R* gilt dann die Differential-

gleichung
Pu
ﬁ =v°-Au
mit dem Laplace-Operator
02 0?
A = — 4+ — = .
ox?  Oy? VeV

Dabei ist V der Nabla-Operator

0

_ oz
V=l &
0y

Fiir eine Funktion f :R? - R wird mit dem Nabla-Operator der Gradient bezeichnet,
der die Richtung des starksten Anstiegs von f angibt.

of of

vf = gra‘df = (%78_y

Beispiel 6.1. Wenn das Gebiet 2 = R? die ganze Ebene ist, dann ist die ebene Welle
U(.T,y,t) ZUO'SiH(kI-x+ky-y+rU.t+a)

mit dem Richtungsvektor

102



Spezielle Funktionen (8. Vorlesung vom 1. Februar 2024) Stephan Klaus

und der Phase a € R eine Losung der Schwingungsgleichung. Denn es gilt:

?u  0*u
A'U/ = @—i_a_yQ
~ 8(1{:,;~u0-cos(kx-x+ky-y+v-t+a))+6(ky-uo-cos(kx-x+k:y~y+v-t+a))
- ox dy
= —(K2+K) ug-sin(ky -z +ky-y+v-t+a)
-1
= -u
sowie
Fu_ 2.,
ot?
und damit 92
u
WZQP'AU

6.1.1 Herleitung der Schwingungsgleichung

Die Schwingungsgleichung kann als Grenzfall eines diskreten Teilchensystems aufgefafit
werden. Das soll zunachst im eindimensionalen Fall einer schwingenden Saite erlautert
werden. Fir die Auslenkung w, des n-ten Teilchens mit der Masse m,, greift nach der
Newtonschen Bewegungsgleichung die Kraft F;, an.
?u
n' A,y Fn
BRTZ
Dabei wird die Kraft durch elastische Verbindungen zwischen den Teilchen vermittelt.
Mit der Elastizitat 0 gilt:
Fn _5((un - un—l) + (un - un+1))

5(un+1 +Up-1 — 2un)

Wenn die Anzahl der Teilchen immer grofler wird, erhalt man im Grenzfall mit der

Massedichte p = ‘fi—’; die Schwingungsgleichung

Pu_5 ot
otz p oa?

Im zweidimensionalen Fall einer schwingenden Membran ist die Kraft auf das ausge-
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lenkte Teilchen n, m proportional zu den Verbindungen zu den Nachbarteilchen.

Fn,m ~ ((un,m - un—l,m) + (un,m - un+1,m)

(un,m - un,m—l) + (un,m - un,m+1))
0% u . 0’u
ox?  0y?

Daraus ergibt sich die Schwingungsgleichung einer Membran.

6.2 Losung durch Trennung der Variablen

Wir untersuchen nun eine Losung der Schwingungsgleichung, indem die zeitliche von

den raumlichen Variablen getrennt werden.

ﬂ(w,y,t) = U(iL',y) S(t)

Eingesetzt in die Schwingungsgleichung erhalten wir:

u(z,y)-5(t) = v*-s(t)- Au(z,y)
) _ Au(zy)
v-s(t) u(,y)

Da die linke Seite nur von ¢t und die rechte Seite nur von z,y abhangt, miissen diese

konstant (= A) sein. Fiir die Funktion s(¢) erhalten wir die Differentialgleichung
5(t)=A-v*-s(t)

mit den Losungen
s(t) = e VAt

Fiir die Funktion u(z,y) gilt die Differentialgleichung
AU(I’,y) = AU($,y)
Da der Laplace-Operator A negativ definit ist, konnen wir A = —\? setzen und erhalten

Au(z,y) = -\ -u(z,y) (LP1)
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Diese Differentialgleichung betrachten wir weiter fiir eine kreisrunde Membran €2 = D?
mit dem Einheitskreis S = 02 als Rand. Fiir die weiteren Berechnungen fithren wir

Polar-Koordinaten ein.

- cos(p)
y = resin(y)
mit r € RT

und ¢ € [0,27]

T

Mit der unveranderten z—Koordinate sind das im Raum Zylinderkoordinaten. Aus der

urspriinglichen Funktion u(z,y) wird dann eine Funktion

a(r,p) = u(r-cos(yp),r-sin(y))
u(z,y)

6.3 Laplace-Operator in Polar-Koordinaten

Wir benotigen nun eine Darstellung des Laplace-Operators in Polar-Koordinaten.

Theorem 6.2. Mit den obigen Bezeichnungen gilt fir den Laplace-Operator

Pulr.y) | Pu(r.y)
0 x? d1y?
orz rdr r20dp? ’

Au(r,y) =

Beweis. Der Beweis erfolgt durch Nachrechnen. Ausgehend von

u(r,p) = u(r-cos(p),r-sin(p))
u(z,y)

erhalten wir fiir die partiellen Ableitungen

Ju .
5, = U cos(p) +uy - sin(yp)

g—:; = =1 Uy -sin(p) + 7 - uy, - cos(p)
0?u

i Ugy - cOS2 () +2- Ugy - €OS() - sIn(@) + wyy - sinQ(go)
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0%u

(9_g02 = 72Uy, - sinQ(ap) —7r? Uy - cO8() -sin(p) — 1 - uy - cos(y)

+12 2y, - 0082 () = 172 Uy - cos() - sin(p) — 7 - u, - sin(y)

Zusammengesetzt ergibt sich

r? Ay = rz-(ueruyy)

]

Bevor wir uns der allgemeinen Losung der Schwingungsgleichung zuwenden, betra-

chten wir zunéachst den Spezialfall einer radialsymmetrischen Losung.

Beispiel 6.3. Eine radialsymmetrische Funktion hangt nicht mehr vom Winkel ¢ ab.
u(r, @) = u(r)
In diesem Fall nimmt die Differentialgleichung folgende Form an:
u"(r) + %u’(r) =-2%-u(r)
Dies ist eine gewohnliche, homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung
reu(r)+u'(r) +r- A2 u(r) =0

Diese Differentialgleichung ist eine Besselsche Differentialgleichung der Ordnung 0.

Wir untersuchen nun eine allgemeine Losung der Schwingungsgleichung mit dem

Ansatz der Trennung der Variablen.

u(r, ) = u(r)-v(e)

Damit erhalt die Schwingungsgleichung die Form

u"-v+—u’-v+—2u'v" = “X.u-v
r r
144 14 "
U 1u v
r2(—+——+)\2) = ——
U T u v

Da die linke Seite nur von r und die rechte Seite nur von ¢ abhéngt, miissen diese

106



Spezielle Funktionen (8. Vorlesung vom 1. Februar 2024) Stephan Klaus

konstant (= v?) sein. Fiir die Funktion v(p) erhalten wir die Differentialgleichung

mit den Losungen
v(p) = £sin(v- @+ )

Die linke Seite liefert nun eine gewohnliche, homogene Differentialgleichung 2. Ord-

nung fiir die Funktion u(r).
" +rou + (V-0 u=0

Nach einer Variablentransformation x = A% - 72 ergibt sich die Besselsche Differential-

gleichung der Ordnung v.
22w +x-u + (22 -v?) - u=0 (BESSEL)

Mit dem Differential-Operator D = z-L ((DO]) aus Abschnitt erhalten wir die

Besselsche Differentialgleichung in der Form
2?2 u+(D*-v?)-u=0

Zur Losung der Besselschen Differentialgleichung gehen wir heuristisch von zwei un-
terschiedlichen Ansétzen aus. Im ersten Ansatz betrachten wir die Differentialgleichung
fiir kleine z als Storung einer einfacheren Differentialgleichung. Dies fiithrt auf die Bessel-
Funktionen 1. Art.

Im zweite Ansatz untersuchen wir die Differentialgleichung fiir groie x als Storung
einer einfacheren Differentialgleichung. Dies fiihrt auf die Bessel-Funktionen 3. Art

oder Hankel-Funktionen.

6.4 Bessel-Funktionen 1. Art

Fiir kleine x liegt eine kleine Storung der Differentialgleichung
(D*-v?)-u=0

vor mit den Losungen

u(x) =a*
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Wir kénnen also Losungen der Besselschen Differentialgleichung in der Form

u(z) =z f(x)

erwarten. Dabei ist f(x) = Yoo a, - 2" eine holomorphe Funktion in einer Umgebung
von x = 0. Dies setzen wir in die Besselsche Differentialgleichung (BESSEL|) ein und

erhalten:

2 f(x) + D* (a¥ - f(x)) - v* 2" f(z)

2 f(z)+ D (v-a¥- f(z) +2”- D f(z)) -v* 2" f(z)

Ve f(x)+ (Vv f(x) +2va” - D f(x) +2” - D? f(z)) - v -2 - f(x)
< 22 f(z)+2v-D f(x)+ D? f(x)

o o o O

In die letzte Gleichung wird nun die Reihendarstellung fiir f(x) eingesetzt und man

erhalt eine Rekursionsformel fiir die Koeffizienten a,,.

[ee) o0 [ee)
Yoap " 420 apenea+ ) a, n’a” = 0
n=0 n=0 n=0

|
e}

= apo+tn(n+2v)-a,

Da formal a_; = 0 als Null angesehen werden kann, gilt nach der Rekursionsformel auch
a1 = 0 und alle Koeffizienten mit ungeraden Indizes sind Null: as,,,1 = 0. Fiir die geraden

Koeffizienten erhalten wir folgende Darstellung;:

m=1 = o
= Qa = -
? 2-(2+2v)
m=2 = a4 = - @2
B T 22022+ 20)

(2-(2-2))-((2+2v)-(2-2+2v))

allgemein — agy, = (‘1)m(2.(2.2)...(2-m))-((2+2y)-(2-2+2u)---(2-m+2'/))
- (_1)m(Qm_m!).(Qm.(1+y)-(]_+1+V)"'(m—1+1+y))

-Hm Qg
4 m!l-(1+v)y,
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Das heifit: alle Funktionen

) 2ot 3 ()

m=0

sind Losungen der Besselschen Differentialgleichung (BESSEL|). Wegen des Pochhammer-
Symbols (1 +v),, im Nenner gilt die Einschrankung

1+v¢-N

Diese Einschrankung kann umgangen werden, indem ag = Wllw) gesetzt wird. Wir

erhalten damit die Bessel-Funktionen 1. Art

Jl,(.l’) _ i (_1)m (g)uﬂm (Ju)

m=0

m!-T(1+v+m) '
1.0
0.8-:
0.6-:
0.4

0.2 4

—0.2

—0.4

Proposition 6.4. Bessel-Funktionen 1. Art besitzen mit hypergeometrischen Funktio-

nen folgende Darstellung;

1 T\v T\2
J(r)==—= =) o1Gr+1;-(=
() r(u+1)(2) oFiGr+1-(3))
Beweis. Mit der Formel r( ) )
v+1l+m
) = ——
W+ Dn=—r05D
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fir das Pochhammer-Symbol (1.1)) kann der Beweis einfach nachgerechnet werden.

1 T\ . T2y 1 T\ S (-1)m T \2m
r(y+1)(§) “Fl(’””"(i)) B r(u+1)(§) mZ:O m!-(y+1)m'(§)
ad (_1)m T \v+2m
mz::o m!-T(v+1+m) (5)
= J,(v)

]

Die Bessel-Funktionen haben viele Eigenschaften, die sich in Formeln ausdriicken. Dabei
ist es von Bedeutung, ob die Ordnung v der Bessel-Funktion ganzzahlig ist oder nicht.

Bessel-Funktionen mit ganzzahligem v € Z heissen auch Zylinder-Funktionen.

Beispiel 6.5. In diesem Beispiel betrachten wir die Bessel-Funktionen J; und J_s.

o (-1nm T\242m
S Yern vere

1 T\2 1 T\4 1 T\6
) P(3)-0!(§) T 1 (3) "T() 2! (5)'=

m=0

Fiir J_, fallen die ersten 2 Summanden weg, da die Gamma-Funktion an den Stellen —1
und 0 Pole hat und der Kehrwert Null ist.

& (-1)m T\-2+2m
To = ) m!-T(-1+m) ( )

m=0 2

1 T\-2 1 T\0 1 T\2 1 T\4 1 T\6

~ T(-1)-0! (3) TT(0)- 1 (5)+ (1) 2! (3) “T(2)-3! (5)+ T(3)-4! (3)
_ J2 =0 =0

Die Formel im Beispiel gilt sogar allgemeiner fiir ganzahlige v.

Proposition 6.6. Fur ganzahlige v € 7, qilt

Jo(x) = (=1)" Sy (2)
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Beweis. Analog wie im Beispiel erhélt man fiir v € N

J,l, _ i (_1)m ) (g)—y+2m

m!-I'(-v+1+m)

" 1 TN\-v
S o) T
1:1(11 1 T\-v+20-2
S T s R TR
v ” val 1 T \v+2
+(=1) m) (3)+ (D NORCTASL
+9 1 T \v+4
O e ()
~ . 1 T\v (-1)! T \v+2 (-1)2 T\ v+
= VG @) e @ taTean G )
= (_]‘)VJZ/

Das nachste Theorem widmet sich Rekursionsformeln.

Theorem 6.7. Fiir die Bessel-Funktionen 1. Art gelten folgende Rekursionsformeln:

(1) )
Jy_l(l’) + Jy+1(l’) = 7” JV(I)

(1)
Jo-1(z) = Sy () =2 J)()

Beweis.ad (i) Die erste Formel beweisen wir mithilfe der Reihenentwicklung.

Jy1(x) + ()

d (-1)" T \v+l+2n
Z n!-T'(2+v+n) (5)
(-1)™  z\v-142m 1 m

(5) '(F(V+m)_l“(1+y+m))

I
8 1098
~
! s
A —
3
/—\
o |
\—/
T
3
E

m=0 m!
o D)™z yereem vim m
- mzzo m! (2) (F(1+1/+m) F(1+I/+m))
_ 2_1/ ad (_1)m E 1/+2m. 1
- me::O m! (2) C(l+v+m)
o
x
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ad (i) Fiir die zweite Formel wird die Reihenentwicklung abgeleitet.

@) =

vex b g, v at - T

= (D

v (5
(D™

m!-T(1+v+m)

&)

v+2m-1

m=0
(o]
+x¥ - ( Z

= zv. imzo (_1)m

m!-T(1+v+m)

T\vi2m-1 UV V+2m
0m!-F(1+y+m).(§) (§+ 2 )

(w2 (S

i ‘”n;io m -(r_(lgr: m) G
= 27 J,
Analog berechnet man:
(@ 0) = e T ra
- e e @)
(5 = am) (50)
} 5’3; (m - 1)!(}1()111 v+ m) G

(-1)"

CJdu+l

Weiter gilt
ZEl_V(ZL‘V . JV)/

xlﬂ/(xfy . JV)I

ol T(2+v+n)

T \v+2n+l
@)

= z-J +v-J,
= x-J,-v-J,

1.171/($V . Ju)l + xlﬂ/(l\ﬂ/ . JI/),

= JI/—l - Jl/+1

= 2.z J
= 2.0

]

Aus den Ableitungsformeln von (z* J,)" in obigem Beweis erhélt man folgende, all-

gemeinere Formeln.
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Korollar 6.8. Fur Bessel-Funktionen gelten folgende Ableitungsformeln:

() (@ )

() (™ 1)

V. inn

(_1)n v, JzH—n

Eine wichtige Eigenschaft der Bessel-Funktionen ist ihr asymptotisches Verhalten in
der Umgebung von Null.

Proposition 6.9. Fir z,v € R und | © |< € erhdlt man mit dem ersten Summanden
eine gute Ndaherung.

1 v
LA Py ()
F@) R y1+ ) G
Analog gilt fiir die Ableitung

L@ - ey ()
1 —v-
1@ - s 3

Fir v = % und v = —% haben die Bessel-Funktionen eine einfache Form.

Proposition 6.10. Fir v = % und v = —% sind die Bessel-Funktionen:

J%({l?) =

-sin(x)

/T

Ja(x) = \/g

Beweis. Mit der Reihenentwicklung fiir Bessel-Funktionen erhalten wir

-cos(x)

I
NgE:
i
N
3

J (m) (I)%+2m
1 R -
2 S D(3+1+m)-m! ‘2

~ 2 & (-1)m ZT\1+2m
- \/; mz::() D(3+1+m)-T'(1+m) (5)

Nun wenden wir die Legendresche Verdoppelungsformel auf (3 +1+m)-T(1+m)
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an und erhalten:

2 & (-1)m 22mtlpiiiom
Jy(@) = \/;,;0 2m+1)  /x ‘(5)
V2

= -sin(x)

N

Analog berechnet man

L) = Y ey

]

Mit der Rekursionsformel aus Theorem folgt, dass fiir v +% € 7 die Bessel-
Funktionen J, und ihre Ableitungen J/ als Summe von Produkten trigonometrischer

Funktionen mit Potenzen von x versehen mit dem Faktor 2 darstellbar sind. In

N
Proposition haben wir gesehen, dass fiir ganzzahlige v die Bessel-Funktionen .J,, und

J_, bis auf das Vorzeichen identisch sind. Sie bilden daher nur eine Dimension des
Losungsraumes der Besselschen Differentialgleichung. Anders ist die Situation fiir nicht

ganzzahlige v.

Theorem 6.11. Fir v e C\ Z sind die Bessel-Funktionen J, und J_, zwei linear un-

abhangige Fundamentallosungen der Besselschen Differentialgleichung.

Beweis. Zum Beweis bilden wir die Wronski-Determinante

w, = det ( o Jo )
J, Jl,
Nach dem Satz von Abel erfillt w, die Differentialgleichung

wl(2) = =5 - w,(a)
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mit der Lésung w, () = £. Die Konstante ¢ wird durch Einsetzen der Naherungsformeln

bestimmt.

v ! () ()
wole) §'r(y+1>.r(-y+1>'det( (3" —(g)”)
v 1 Ty-1
" vTm iy PG
_ . Sinlvm)

T
Denn nach der Eulerschen Spiegelungsformel fiir die Gamma-Funktion gilt

™

L(v) T'(1-v)=—
sin(v )

Somit ist die Wronski Determinante w, genau dann ungleich Null, wenn v nicht ganz-
zahlig ist. O]

6.5 Bessel-Funktionen 2. Art

Als gewohnliche Differentialgleichung 2. Ordnung hat die Besselsche Differentialgleichung
einen zwei-dimensionalen Losungsraum. Ausgehend von einer Storung der Besselschen
Differentialgleichung fiir kleine x haben wir im Abschnitt mit den Bessel-Funktionen
1. Art zwei linear unabhéngige Losungen gefunden mit der Einschréankung, dass v ¢ Z
nicht ganzzahlig ist.

Um auch fiir ganzzahlige v € Z eine zweite, linear unabhéngige Losung der Besselschen

Differentialgleichung zu finden, definieren wir Bessel-Funktionen 2. Art.
Definition 6.12. Seien J, fiir v ¢ Z Bessel-Funktionen 1. Art. Die Linearkombination

Jy(z)-cos(vm) - J_,(x)

sin(v )

Y, (x) =

heisst Bessel-Funktion 2. Art.

Bemerkung 6.13. Als Linearkombination von Losungen der Besselschen Differential-
gleichung sind die Bessel-Funktionen Y, natiirlich wieder eine Losung.

Bildet man den Grenziibergang v — n € Z, dann ist auch

lim Y, (x) =Y, (x)
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eine Losung. Mit der Regel von de L’Hospital erhalt man:

lim Jy,-cos(vm)—J.,

von von sin(v )

5
<
|

L], -cos(vm)-m-J, -sin(vm)-LJ,

= lim
von m-cos(vm)

1,d nd
= (o Tl = (1" T loen)

T dv

Proposition 6.14. Fir alle v € C sind die Bessel-Funktionen J, und Y, zwei linear

unabhdngige Losungen der Besselschen Differentialgleichung.

Beweis. Zum Beweis bilden wir die Wronski-Determinante W (.J,,Y,) und berechnen

zunachst die Ableitung von Y.

_ J!(x)-cos(vm)-J,(x)

sin(v )

Y (x)

v

Die Wronski-Determinante ergibt sich nun aus

Y,
W Y,) = ———det|
sin(v ) J, Y,
_ 1  det J, J,-cos(vm)—J.,
sin(v ) J, Jl-cos(vm)-J!,
1 -J_
= " det JV J v )
sin(v ) J, =J,
1 sin(v )
S 2. nach Theorem [6.11]
sin(v ) T
_ 2
C omx

6.6 Bessel-Funktionen 3. Art

Mit den Bessel-Funktionen 3. Art erhalten wir zwei linear unabhéngige Losungen der

Besselschen Differentialgleichung fiir alle v € C.

Definition 6.15. Seien .J, und Y, Bessel-Funktionen 1. Art und 2. Art. Die Linear-

116



Spezielle Funktionen (9. Vorlesung vom 8. Februar 2024) Stephan Klaus

kombinationen

HY(z) = J(z)+i-Y,(2)
HP () = J(z)-i-Y,(2)

heissen Bessel-Funktionen 3. Art oder auch Hankel-Funktionen.

Die Bessel-Funktionen 3. Art erhalt man auch, wenn die Besselsche Differential-

gleichung fiir grofie x betrachtet wird. Dann liegt eine Storung der Differentialgleichung

1
W'+ —u+u=0
T

vor. Diese 1af3t sich mit der Eichtransformation

1

u(xr) = z72-v(x)
u'(z) = -

u"(m) _

1
5 273 v(x) + 272 -0 ()

5 3 1
cxzev(r)—x72 0" () + 272 0" ()

e~ w

in folgende Form iiberfiihren:

3 () - r7s ' (x) + r7E v"(x) -5 v7E(z) +a7E (@) + v ~v() 0

V() + (1+L) v

W~ w

|
o

Fiir groBle x erhalten wir asymptotisch die Differentialgleichung v” + v = 0 mit den
Losungen v = ¢-e***. Wir konnen also Losungen der Besselschen Differentialgleichung

in folgender Form erwarten.

1

u(e) =2 h 5 g, (x)

7 Lambertsche W-Funktion

Johann Lambert [Lamb8| fand die W-Funktion 1758 bei seinen Uberlegungen. Leonhard
Euler [Eul83] griff die Arbeiten von Lambert 1783 auf und verdffentlichte eine eigene
Beschreibung der W-Funktion. Beide Original Schriften sind eingescant und als PDF
verfiighar und - wie damals tiblich - in lateinischer Sprache verfaft.

Die W-Funktion spielt bei vielen Fragestellungen eine Rolle. Hier seien nur einige

Beispiele genannt.
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Orthogonale Trajektorien einer Familie von Ellipsen der Form

P+ (1-e)y*=¢

In der Kombinatorik

Bei der Losung der Schrédinger Gleichung in der Quantenmechanik

Beschreibung der Schwarzschild-Losung der Einsteinschen Gleichungen in der Re-

lativitatstheorie

In dieser Vorlesung werden die Herleitung, Definition und einige wichtige Eigenschaften
der W-Funktion erlautert.

7.1 Herleitung der Lambertschen W-Funktion

Die Lambertsche W-Funktion ist die Umkehrfunktion von

z=f(x)=x-€"

—ze®

2.5 1

2.0 1

1.5

1.0 A

0.5 4

-2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.5 1.0

Die Funktion f(z) ist holomorph mit einer Nullstelle bei x = 0. Die Ableitung lautet

fl(x)=(1+z)-e“ =t flz+1)
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Die Steigung an der Nullstelle x = 0 betragt somit f’(0) = 1. Die Funktion besitzt ein

Minimum bei z = -1 mit dem Funktionswert f(-1) = —eL.

Definition 7.1. Die Umkehrfunktion w(z) von z = x-e® heisst Lambertsche W-Funktion

oder Omega-Funktion.
w(z) - e = 2 (W)

Der Hauptzweig

ist monoton wachsend.
il

0.5 1

0.5 1

—1.0-

Aquivalente Formulierungen der Bestimmungsgleichung sind:

z

w(2)

w(z) _

(W1)

w(z) = In(z)-In(w(z))
In(w(z)) In(z) —w(z)

Mit w(z) = In(y) erhélt man aus der Definitionsgleichung:

w(z)-e® = 2

= w(w(z)- ") w(z)

und damit

w(y In(y)) =In(y) (W2)
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Wegen z%*! -In(z) = z - e*"(®) . In(x) = - In(x) -e*™™*) gilt auch
—_———
=y

w(x™ - In(z)) = z - In(z)

7.2 Eigenschaften der Lambertschen W-Funktion

Proposition 7.2. Die Ableitung der Lambertschen W-Funktion lautet:

oy w(z)
w'(z) = (1+w(z))-z

Beweis. Die Definitionsgleichung wird nach z abgeleitet.

w'(2)- e rw-w'(2)-e?® = 1
1
(1+w(z))-ew®)

= w'(z) = _wl)
(2) (1+w(z))-z

= w'(2)

O
Proposition 7.3. Die Stammfunktion der Lambertschen W-Funktion ist:
/ w(z)dz=z-(w(z)-1+ L)
) w(z)
Beweis. Zum Beweis wird die rechte Seite nach z abgeleitet.
i(z~(w(z)—1+ ! ) = w(z)-1+ ! +2-(w'(z) - w’(z))
dz w(z) w(z) w(z)?
() te L) (@)D w() )
w(z) (1+w(z)) = w(z)?
1 w(z) -1
= -1
w(z) -1+ () + ()
= w(z2)
O
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Proposition 7.4. Spezielle Werte der Lambertschen W-Funktion sind:

w(0) = 0
w(e) = 1
w(-et) = -1
w(l) = Q~0,567...

Wichtig ist noch der Wert der Ableitung an der Stelle 0.

’ _ 1 _
W O0) = (o)) e -

1

Bemerkung 7.5. Die Omega-Konstante € ist implizit durch die Formel Qe = 1

gegeben. Sie erhielt ihren Namen von der Omega-Funktion.
Bemerkung 7.6. Wegen % = % schneiden sich die Funktionen e* und % in x =

Bemerkung 7.7. (2 ist eine transzendente Zahl. Ware () algebraisch, dann wére nach
dem Satz von Lindemann-Weierstrafl e~ transzendent. Das widerspricht aber e = Q,

so dass ) eine transzendente Zahl sein muss.

Bemerkung 7.8. Ahnlich wie die Logarithmus-Funktion In(z) als Umkehrfunktion der
Exponential-Funktion e ist auch die Lambertsche W-Funktion w(z) als Umkehrfunktion

von x - e vieldeutig.

7.3 Komposition von Potenzreihen

Sei R ein kommutativer Ring mit Eins-Element. Dann bezeichnet R[z] den Ring der
formalen Potenzreihen.
Die Ordnung einer Potenzreihe f(z) =2, a;- 2 ist definiert durch

ord(f) =min{7eN|a; #0}
Seien y = f(z) = X% a;-2* und g(y) = Yooy by - y™ zwei Potenzreihen, wobei die

Ordnung von f(z) groBer als Null sein soll (ord(f) > 1). Insbesondere gilt dann ag = 0.

Dann ist die Komposition g(f(z)) wieder einer Potenzreihe und es gilt:

9(f@) = 3 oo

Jj=0
[ee]

mit ¢ = Z bn Z Ay Ay,
n=0 i1+ +in=n
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Die Voraussetzung ag = 0 ist wichtig, da sonst die Koeffizienten der Komposition keine
Polynome in den Ausgangs Koeffizienten a; und b,, waren, sondern unendliche Summen.

Bereits der 0-te Koeffizient ware
co = Z b, - ag
n=0

Falls zusatzlich zu ag = 0 a; eine Einheit im Ring R ist, dann ist die Umkehrfunktion

von f(x) ebenfalls eine Potenzreihe.

7.4 Umkehrfunktion einer holomorphen Funktion

Theorem 7.9. Lagrangesche Inversionsformel

Gegeben sei eine holomorphe Funktion y = f(x) in einer Umgebung von xo = 0 mit
f(0) =0 und f'(x) #0. Dann ist f(x) als Potenzreihe darstellbar

f(x) = OZO; a;

und es existiert eine holomorphe Umkehrfunktion f~'(y) mit der Darstellung

1 _ ﬁ i n-1 ) X n
Da die Funktion f(x) = x-e® in einer Umgebung von 0 holomorph ist, erhalten wir als
Folgerung der Lagrangeschen Inversionsformel, dass auch die Lambertsche W-Funktion

in einer Umgebung von 0 holomorph ist und eine Darstellung als Potenzreihe besitzt.

Korollar 7.10. Die Lambertsche W-Funktion besitzt in einer Umgebung von 0 folgende

Darstellung als Potenzrethe:

Beweis. Die Koeffizienten der Umkehrfunktion von f(z) =z - e* berechnen sich aus der

Lagrangeschen Inversionsformel zu:

()" () e

x-e”

d n
(+) L e

(_n)n—l e—nw|x:0

(-n)"!
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]

Der Konvergenzradius der Lambertschen W-Funktion ergibt sich nun mit Hilfe der

Hadamardschen und der Stirlingschen Formel.

1

. n [npn-1
lim SupP,, 0o o

1

n nn-len

V2tnn™

1 n
= = limsup V2mn?

n—o0

lim sup,,_, o

Ol o

7.5 Losungen einiger transzendeter Gleichungen mit der
Lambertschen W-Funktion

Mit Hilfe der Lambertschen W-Funktion lassen sich die Losungen verschiedener trans-
zendenter Gleichungen in einfacher Weise darstellen. Transzendente Gleichungen liegen
vor, wenn nicht nur polynomiale Ausdriicke, sondern zum Beispiel auch e-Funktionen
oder Logarithmus-Funktionen verwendet werden.

In den folgenden Beispielen ist 0 < b € R stets eine positive, reelle Zahl.
Beispiel 7.11. Die Gleichung
z-b"=q

besitzt die Losung
_ w(a In(b)
~ In(b)

Zum Beweis wird die Gleichung in die Form y - e¥ = z gebracht. Wir multiplizieren die

= wp(a)

Gleichung auf beiden Seiten mit In(b) und erhalten:

In(b) -z - b* a-In(b)
In(b) -z - en®)= a-In(d)

= In(b)-z = w(a-In(d))
w(a In(b)
In(b)

T

Beispiel 7.12. Die Gleichung

x-log,(z) =a
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besitzt die Losung
a

wy(a)

Ersetzt man x = ¥, erhalt man b - b = @ und damit Beispiel mit der Losung

= hwe(a) =

y = wy(a)
= T = bwb (a’)
- ) ua)

 w(aln(b))
eln(b) )

— 6w(a~ln(b))
a-1n(d)
= — h (W1
w(a-1n(b)) Hae
~ a
wy(a)

Beispiel 7.13. Die Gleichung

z+logy(z)=a

besitzt die Losung
x =w(b?)

Denn durch Potenzierung mit b wird die Gleichung auf Beispiel zuriickgefiihrt.

Beispiel 7.14. Die Gleichung

rz+b"=aqa

besitzt die Losung
x = log, (w(b™))

Denn durch y = b* wird die Gleichung auf Beispiel zuriickgefiihrt:

log,(y) +y=a

Somit lautet die Losung

y = wy(b)
= x = log,(wy(b"))
Beispiel 7.15. Die Gleichung
¥ =a

124



Spezielle Funktionen (9. Vorlesung vom 8. Februar 2024) Stephan Klaus

besitzt die Losung
_ In(a)

7 w(in(a))
Denn durch Logarithmierung erhalt man Beispiel

z-In(z) =In(a)

und die Losung.

8 Die j-Funktion

Die j-Funktion ist eng mit Gittern A = wy Z + we Z c C und elliptischen Funktionen aus
Abschnitt [3] verkniipft.

Definition 8.1. Fiir A e C\ {0} heisst die Abbildung

A — A=)\A

Wy Ny +Wy Ny —> AWy Ny +\-Ws-No

Homothetie.

Die Homothetie ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Gitter. Ein normierter

Repriisentant einer Aquivalenzklasse ist
A=1-Z+7-7Z
mit 7 = z—f aus der oberen, komplexen Halbebene
H={zeC|Im(z)>0}
Proposition 8.2. Eisenstein-Reihen

A -
weAN{0}

1
wn

haben das Gewicht —n bezuglich Homothetien. Das heisst, es gilt
G)\-A =\ GA

Nach Theorem lassen sich alle Eisenstein-Reihen mit n > 6 als Polynome in den
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Gitter-Konstanten

g2 = 60-Gy
gs = 140G6

mit rationalen Koeflizienten darstellen.

Die dem Gitter zugeordnete elliptische Kurve hat die Gleichung
Y’ =42’ - g - gy
Nach Korollar 3.29 lautet die Diskriminante der rechten Seite
A=g;-2Tg;

Diese hat das Gewicht 12 beziiglich Homothetie.

Definition 8.3. Die Abbildung

heisst j-Funktion oder j-Invariante des Gitters A = 1-Z + 7 - Z beziehungsweise der

elliptischen Funktion oder Kurve.
Proposition 8.4. Die j-Funktion ist invariant gegentuber Homothetien.

Bemerkung 8.5. Zwei elliptische Kurven sind genau dann isomorph, wenn ihre j-

Invarianten iibereinstimmen.

8.1 Modulgruppe

Definition 8.6. Eine M6bius-Transformation ist definiert durch die Abbildung

C — C=Cu{w}

az+b:A(z)
cz+cC

mitA:(a b)
c d

und det(A) =1

Z  —>
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Alle Mobius-Transformationen bilden die projektive, spezielle Gruppe
PSLy(C) c GLy(C)

Proposition 8.7. Zwei Gitter A = w1 Z +waZ und N = w]Z + wyZ sind genav dann
gleich, wenn es eine Matriz A € PSLy(Z) gibt, so dass gilt

() ()

Beweis. Insbesondere miissen die Gitterpunkte w| und w) aus dem Gitter A’ im Gitter

A vorkommen. Das heisst, es gibt Zahlen a,b,c,d € Z, so dass gilt:

a-wi;+b-ws

wi

c-wy +d-woy

()

Umgekehrt gibt es aber auch eine Matrix

w

Diese bilden eine Matrix

mit

w1y a -wip+b - wh

we = cwi+d-wh

Da die Hintereinanderausfithrung von A und A’ wieder w; und wy ergibt, muss das
Produkt A A’ = E die Einheitsmatrix ergeben. Somit ist die Determinante det(A) = +1.
Da beide Gitter die gleiche Orientierung haben miissen, gilt det(A) = 1. O

Korollar 8.8. Zwei normierte Gitter A = 1Z +7Z mit 7 = 22 und ' = 1Z + 7' Z mit
T = Z—% sind genau dann gleich, wenn 7" durch eine Mobius-Transformation mit ganzen
Zahlen aus T hervorgeht. Das heisst, dass es ganze Zahlen a,b,c,d € Z mita-d—b-c=1
qibt, so dass gilt:

, c+dr

a+br
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Definition 8.9. Die Mobius-Transformationen auf Z bilden die Modulgruppe PSLy(Z).

Bemerkung 8.10. Die Modulgruppe operiert auf der oberen komplexen Halbebene H.
Da jedem 7 € H ein Gitter A = 1Z + 77 entspricht, kann eine Bahn als verschiedene

Darstellungen eines Gitters aufgefaflt werden.
Wir betrachten nun zwei spezielle Mobius-Transformationen in der Modulgruppe.

Beispiel 8.11. Die Mobius-Transformation

T:C — C

T —> T+1

11
0 1

Beispiel 8.12. Die Mo6bius-Transformation

entspricht der Matrix

N~
I
—_——

in PSLy(Z).

entspricht der Matrix

in PSLy(Z).
Die folgende Aussage ist nicht allzu schwer zu beweisen.

Proposition 8.13. Die beiden oben definierten Mobius- Transformationen T und J

erzeugen die Modulgruppe PSLs(7Z).

Definition 8.14. Eine Funktion f : H — H heisst Modulfunktion, wenn sie invariant

gegeniiber Mobius-Transformationen der Modulgruppe PSL(7Z) ist. Das heisst, fiir alle

A=( a b )EPSLQ(Z)
c d
gilt )
az+
f(z)zf(cz+d)
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Bemerkung 8.15. Da eine Modulfunktion insbesondere invariant gegeniiber den Erzeu-
genden T und J der Modulgruppe PSLy(Z) sind, gentigt es, die Funktionswerte in

folgendem Fundamentalbereich zu kennen:

1
F={7ecH| |T|21UDdR€(T)S§}

0.8

0.6

0.4 1
y i
1
1

0.2

-

O e

1
1
1
I
1
]
1
1
T

0 5 0.5 1.0

Die folgende Eigenschaft der j-Funktion erklart ihren zusétzlichen Namen j-Invariante.

Proposition 8.16. Die j-Funktion ist eine Modulfunktion, also invariant gegeniber
Mébius- Transformationen der Modulgruppe PSLy(Z). Das heisst, fir alle

( Z Z )ePSLQ(Z)

gilt

aT+b
)

3(r) = j(

Insbesondere folgt aus j(7) = j(7 + 1), dass die j-Funktion periodisch ist. Sie besitzt

cT+d

daher eine Fourier-Darstellung.
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Theorem 8.17. Die j-Funktion besitzt mit ¢ = €277 die Fourier-Darstellung

1
j(g) = =+744+196884 ¢+ 21493760 ¢2 + -
q

1
= —+744+ch q"
q

n>1

und alle Koeffizienten ¢, sind natirliche Zahlen.

8.2 Monstrous Moonshine

Es gibt eine hochst erstaunliche Beziehung der j-Funktion zur Monster-Gruppe F}, der
grofiten sporadischen endlichen einfachen Gruppe. Diese Beziehung nennt man ”mon-
strous moonshine”. Fiir eine kurze Einfiihrung siehe Tatitscheff [Tat19].

Dabei heif3t eine nicht-triviale Gruppe G einfach, wenn sie nur die trivialen Normal-
teiler (also 1 und G) besitzt. Es gilt der Satz von Jordan-Hélder.

Theorem 8.18. ) Jede endliche Gruppe besitzt eine Kompositionsreihe, das heisst
eine Folge von Untergruppen G = Gy > Gy > ... > G, > G,41 = 1, so dass G4

Normalteiler von G; ist, und alle ”Kompositionsfaktoren” G;/G;,1 sind einfach.

b) Fiir zwei Kompositionsreihen von G stimmen die Kompositionsfaktoren bis auf

Permutation und Isomorphie tuberein.

Dies kann man als Analogon zur eindeutigen Primfaktorzerlegung einer natiirlichen
Zahl sehen, wobei fiir Gruppen i.A. allerdings noch verschiedene Arten des ”Zusammen-
bauens” der Kompositionsfaktoren moglich sind.

In einer gigantischen internationalen Anstrengung von hunderten Mathematikern und
entsprechend vielen Forschungsarbeiten (man schitzt den Gesamtumfang auf 15.000
Seiten) wurden Ende des letzten Jahrhunderts alle endlichen einfachen Gruppen klassi-
fiziert:

Jede solche Gruppe gehort entweder zu einer von 18 unendlichen Familien, oder ist
isomorph zu einer der 26 sporadischen einfachen Gruppen.

Die erste Familie besteht aus den zyklischen Gruppen Z/p von Primzahlordnung, die
zweite Familie aus den alternierenden Gruppen A,, (fiir n > 4), die dritte Familie bilden
die projektiv-linearen Gruppen PSL,(p) iiber endlichen Kérpern. Die weiteren Familien
sind Gruppen vom Lie-Typ iiber endlichen Korpern.

Die sporadischen Gruppen sind dagegen Ausnahmestrukturen, die in keine der 18
Familien passen. Die kleinste dieser Gruppen ist die Mathieu-Gruppe M;; von Ord-
nung 7.920 (1861 entdeckt von E. Mathieu), die groBite ist die Monstergruppe F; mit
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808.017.424.794.512.875.886.459.904.961.710.757.005.754.368.000.000.000 ~ 8 - 1053 Ele-
menten. Thre Existenz wurde 1973 von B. Fischer und R. Griess vorhergesagt, aber
erst 1980 endgiiltig von R. Griess konstruktiv bewiesen. Sie kann als Automorphismen-
gruppe der Griess-Algebra V5 dargestellt werden, einer 196.884-dimensionalen reellen
Algebra, die kommutativ ist, aber nicht assoziativ. Die Operation von F; auf V5 spaltet
einen trivialen Summand ab und das Komplement bildet eine irreduzible Darstellung
der Dimension 196.883, der kleinsten nicht-trivialen irreduziblen Darstellung von Fj.
Tatsdchlich kennt man schon seit 1978 (vorbehaltlich der Existenz von Fi) von allen 194

irreduziblen Fj-Darstellungen die Dimensionen:

1 triviale Darstellung
T9 196.883
r3 = 21.296.876

(&

Die Entdeckung der Beziehung "monstrous moonshine” zwischen j und F} begann mit
der Beobachtung von J. McKay in 1978, dass r; +r5 genau mit dem linearen ¢-Koeffizient
c1 der j-Funktion iibereinstimmt. Weiter gilt fiir den quadratischen Koeffizient ¢ = 71 +
ro+73 und auch die hoheren Koeffizienten der j-Funktion kénnen als positiv-ganzzahlige
Linearkombinationen der 194 Zahlen rq, ry ... 7194 dargestellt werden. Daher hat man
nach einem Beweis fiir diesen hochst erstaunlichen zahlentheoretischen Zusammenhang
gesucht.

Ende der 80er Jahre hat man mit Ideen aus der Konformen Quantenfeldtheorie die
Griess-Algebra zu einer unendlich-dimensionalen graduierten ” Vertex-Operator-Algebra”
V. erweitert, auf der F; operiert. Mit diesem "moonshine”-Modul und zusétzlichen,
sehr fortgeschrittenen Methoden aus Mathematik und theoretischer Physik konnte R.
Borcherds in 1992 alle bis dahin bestehenden Vermutungen zum ”"monstrous moonshine”
beweisen, wofiir er 1998 die Fields-Medaille erhielt.
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